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Con esta pu~l icación de la C~tedra de C&lculo de -
Estructuras, final iza el programa previste para este año 
acad~mico. El objetivo del mismo era resumir las distintas-
prácticas que se realizan durante el curso de Ar.~lisis de-
Estructuras en una serie ordenada de problemas como los 
aquí presentados. 
Esta publ icación tiene un carácter incluso más pr~ 
nunciado que las anteriores,de introducción u una serie de-
teMas diversos: estructuras contTnuas bid¡mens¡ona1es, aná-
lisis en rotura, cálculo dinámico, etc. Esta heterogeneidad 
en su contenido, era necesaria, ya que este curso constitu-
ye el único en donde los Ingenieros de Caminos, Canales y -
Puertos, que no siguen la especialidad de Estructuras, tie-
nen la oportunidad de encontrarse con unas nociones-actualí-
simas y usuales incluso en tres áreas estructurales= que 
por su carácter general no pueden dejar de ser impartidas,-
si bien dada la 1 imitación del curso, sólo con un car&cter-
somero e informativo. 
Esta Cátedra espera que ésta, igual que las ante-
riores publ icaciones, haya servido para faci 1 itar el estu-
dio y comprensión del Cálculo de Estructuras. Si lo ha con 
seguido, es su mejor y única esperada recompensa. 
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EJERCICIO El. 1 
Determinar el periodo propio de una viga simple-
mente apoyada de luz L, sección constante, con rigidez a-
flexión El y masa total M, uniformemente distribuida en 
toda su longitud, en cada uno de los casos siguientes: 
a) Concentrando toda su masa en el centro de la luz. 
b) Suponiendo la masa distribuida y que l~s flechas-
siguen una ley sinusoidal. 
c) Concentrando las masas en el punto central)' en los 
a poyos. 
~zzzzzz/zzzzzzzzz~ 
Masa M 
Rigidez a flexión El 
l 
·1 
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a) 
Fig. El. 1 b. - Viga del apartado al 
El sistema de la figura E1.1b tiene un grado de --
libertad que es el desplazamiento vertical Je !a masa, ya que 
se supone masa rotatoria nula. 
La flexibil idad f es la relación entre 12 flecha 
y la carga que se apl ¡ca. En este caso se tiene: 
f = W 
P 
P ( t) 
~11~ 
t -Mw(t) 
Flg. El.lc.- Deformada para el 
ca so del apartado a} 
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Según la figura E1.lc la ecuación del movimiento-
e s: 
{p(t) - I1w(t)} f- 1 w(t) 
o bien: Mw" + 48·EI p( ) w = t 
L3 
en este caso p(t) = O (vibraciones 1 ibres) y se tiene que: 
- la pulsación w es: 
- el periodo propio es: 
b} 
x 
Fig. El. 1 d. - VIga del apartado b} 
y su deformada 
.-Se supone que las flechas varlan 
guiente: 
según la ley si 
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~'1 (x ,t) = \'1 ( t) s en 7fX 
.. L 
que satisfac~ las coridiciones cinem&ticas (esenciales) de __ 
contorno. 
En una posición genérica de equil ibrio en el ins-
tante t se aplica el principio de los trabajos virtuales: 
oU + oW = O 
Siendo p una fuerza vertical distribuida sobre la-
viga y m la masa distribuida, que al suponerla constante --
se puede escribir m = ~ • En este caso de vibraciones 1 ibres 
p = O en todo punto de la viga. Si se supone 0\'1 = ow*sen 7fX 
L 
se tiene: 
L 
0\'1= M wf(sen ~)2 dx 
L O L Mw 
por 10 tanto resultatpara ow~" arbitrario,que: 
la pulsación es: 
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y el periodo propio es: 
e) 
Flg. El. le.- Viga del apartado e} 
y su deformada 
La fórmula que da el periodo es en este caso (sólo 
es activa como en el apartado a) la masa central): 
T = ~L V¡;~~ " O.64131~ 
valor que concuerda muy bien con la solución exa¿ta que est~­
representada en este caso por la fórmula del apartado b). 
- 1 O -
EJERCICIO El. 2 
Determinar la frecuencia del sistema no amortigu~ 
do de la figura E1.2a. La viga y el muelle se suponen sin -
masa. Solamente existe una masa concentrada, de valor m, 
en el punto G). 
14 • 
L 
-1- L ~ m 
2 
El 1 El 
K 
1 
Fig. El. 20 
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La estructura de la figura El.2b tiene un grado 
de 1 ibertad, pues el movimiento del punto @ viene obl igado 
por el del punto G). 
<D 
t -k Y, 
Fig. El. 2 b 
Se tomará como grado de libertad independiente el 
del punto G), planteando la ecuación de equilibrio dinámico 
respecto al grado de 1 iber~ad Yl • La ecuación quedará de ~ 
la forma: 
* I 
m y'l + K~' Y 1 = O {E 1 .2 a } 
El cálculo de Y1 se efectua llamando f 11 a la flecha en -
CD debida a una fuerza unidad en CD (figura E1.2c): 
Fig. El. 2e 
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y f 1 2 a I a f lec ha en CD de bid a a u na f u e r z a u n i dad en (3)-
(figura E1.2d): 
Fig. E 1.2d 
Entonces el desplazamiento Yl ser§: 
y 1 = (- m 'y 1) f 1 1 + (- K Y 2) f 1 2 
1 ~-X1l 
~------~®~----­
CD I--L~ 
Fig. El.2e 
Teniendo en cuenta ola figura El.2e y apl icando -
Bresse se tiene: 
f 1 1 
l.M ( 
= f El L-x).dx 
O 
L 
= El f CL-X)2.dx = 
O 
- 1 3-
Análogamente se tiene para f 12 (figura El .2f): 
L' 
f =¡LM(L-x)dx= .-!¡(2L-x) (L-x)dx= 
12 OEI· EIO 
Figura E1.2f 
Luego queda: {El.2b} 
Con el mismo razonamiento se tiene Y2=(-m~1)f21 
- KY2f22; siendo: 
f 21 = flecha producida en 0, con una fuerza unidad aplica-
da en G) (figura El.2g) ~. 
Fig.El.:,:,'f 
Fig.El.2g 
f 22 = flecha producida en ®, con una fUerza unidad apl ¡cada 
en 0 (figura El.2h) 
Fig. EJ.2 h 
f 1 1 = 
l3 
é 11 = 
lM 1 L L2 
3EI fEi dx = -f (l-x) dx = O EIO 2El 
f 21 = f 1 1 + el 1 L 
L3 L3 5L 3 f 21 f 12 = + 2EI 6EI .: 3EI 
f Z2 = 
(2L)3 8 ~_ 3 
= 3EI 3EI 
luego se tiene: 
y despejando Y2 queda: 
5mL 3 'ó 
2'[3EI+8KL 3] Y1 
sustituyendo ahora en la ecuac¡ión {E1.2blse obtiene: 
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y agrupando de forma análoga a {El.2a} se tiene: 
12 E I m+ 7 Km L 3 
12EI (1+ 8KL3 ) 
3EI 
.~ 
m" 
El 
3EI 
Yl + ~ Yl 
3 
3+ 8KL . El 2 
w = --:t::'" 
m" 
= 
mL 3 ' 7KL 3 
1 +T2IT 
luego la frecuencia del sistema es: 
w= 
3 3+~ El 
= O 
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EJERCICIO E1.3 
En la estructura plana de la figura E1.3a , la-
pieza OABC es infinitamente rígida con una masa total M 
uniformemente distribuida. 
Por otra parte, la barra BD está biempotrada en 
sus extremos y se supone sin masa, pero elongable y fiexible 
(Inercia 1, Area A y M6dulo de Elasticidad E.). 
Determinar: 
1).- Grados:le libertad de la estructura. 
2).- ECLJaci6n del movimiento de las vrbracio 
nes libres. 
3).- Frecuencia fundamental. 
Fíg. E l. 3 a 
- 1 7 -
1).- La estructura tiene un grado de 1 ibertad que es el giro 
respecto a O como se ve en la figura El.3b 
H 
----r--
Flg. EJ. 3 b 
~-+-~_·t¡;-----f~ 
~~)M' 
t 2 
Fig. El. 3c 
Figura E1.3c 
N·?L 
<5 eL 
--rA = . -
t1 1 = ~.eL = 
4L 2 
Ql = .!.3!.J..· eL 8L 3 . 
M2 ~.e = 
. 2L 
Q = §!l.e = 
2 4L2 
+. N= EAe 
"2 
3 El' 
"2Te 
= 3E!e 
2L-
~e 
2L 2 
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Flg.E 1.3d 
Si Se tiene en cuenta la figura E1.3d la inercia 
de rotaci6n elemental es: -dQ p2 ~ = -d(1 a) 
La inercia total es: 
= _;.( {~ L 3 1 2 L 4 .. 
tJ . 3 + L ~= -T9 
como se ha de cumpl ir que: EMo - la = O ; resul ta que-} 
4 ~e+lIle+lIle+EALe= O 3 2L L 2 
4 2 L ~. 1 " . 2 
-3- 0 +rr tJ3EI+EAL )e= O 
que es la ecuaci6n del movimiento de las vibraciones 1 ibres. 
3).-
-'. 1 ' 2· 
k"=rrl13EI+EAL:) w='" f?;-
f\',2L 4 . . V ~ 
m -~-3 
que es. la pulsaci6n fundamental. 
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EJERCICIO El.4 
En la estructura reticulada de la figura El.4a,-
el dintel tiene un peso total W y se supone infinitamente 
rígido. Los soportes son flexibles y su sección es rectang~ 
lar de lados a y b. 
La acción del viento se puede suponer, en ~ste -
ejercicio, como una 
da de valor máximo 
fuerza horizontal uniformemente repartl 
p y que varía a 10 largo ¿el tiempo -
según senwt. 
Determinar: 
1).- Desplazamiento horizontal del dintel -
t:!n el instante t = 10 segundos. 
o 
2).- Expres:ones de los esfuerzos en el em-
potramiento del soporte con la cimenta 
<.;ión. 
El material ofrece un módulo de elasticidad E y 
no se considera la deformación p~r cortante. 
Datos .. . numerlcos: 
W = 100 t. ~ = 24 m. h = 10 m. 
6 -2 -1 E - 2 . 10 t.m w = 6 seg 
w 
p(t 1 
\. L 
a = 0,40 m. 
-2 p = 1 t.m 
b = 0,60 m. 
t = 10 seg. 
o 
T SECC ION S':' 5' 
Flg.El.4a 
p(t) 
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1).- Para la resolución se consideran los estados inicial y-
modal de la figura E1.4b. 
w 
= 
G 
f:\ 
p(t) -P/2 
_ P/2 
"-_,l' 
G 
Estado inicial 
Flg. El. 4b 
+ 
P/2 _ 
'-./ 
G acci6n externa 
Estado modal 
A i s 1 a n d o 1 a m a s a M s e t i e n e 1 a, f i 9 u r a El. II c • 
Mü 
--GC~~/ZT4 
-<1"<1--- ..!1.-ª u 
h3 
,f 
Flg. EJ.4 e 
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Planteando el equil ibrio dinámico se tiene: 
donde: 
Mü + Ku 
W M = g 
k = 
P 
= 2 
p = p.senwt.a.h = O,4·10.1·senwt = 4.senw1 
luego queda: 
Mü + Ku = 2'senwt 
una soluci6n de la ecuaci6n diferencial es: 
up -- C'senwt ( K - W 2 M ) C • s e n wt = 2· s en·Wt 
• l1p = Cw·coswt 
e = 2 
.. Cw 2 .senwt K - w2 M up = 
1 a funci6n desplazamiento queda entonces: 
2 
u = A'cosat + B'senat + senwt u (O) = Ú (O) = 
K-w 2 M 
2 2w , 
-Aasenat Bacosat B O u = + + coswt + = 
K-w 2 M K-w 2 M 
I 
-2w 
B = 
O 
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u (t) = 2 [-~.senat + senwt] 
--K: 
24. 2 • 1 0 6 • _1_. O 4. O 6 3 1 2 ' , 1.6.6 3 .10 2 
= = 345,·6 m· t 
M W 1 00 = = := 
9 ~r,8 l' 
10,2 t/m/seg 2 
y li pulsación fundame,tal es: 
nK VifFf345 6 . a= - = , = 
M 10 !2 , . 
1 " = 5,82 SOg-1 \ 
:0. -
12· E I 
43 
-1-
no hay resonancia 
Debido a la solución modal, el esfuerzo tangencial es -
p . 
u y debido a la inicial es "2 • El esfuerzo cortante to 
tal es pues: 
Q(t) k = 2 u + 2'senwt = 16,S·senS,82t - 16'sen6t + 2'sen6t 
.1 Q(t) = 16,5·sen5,82t - 14. s en6t\ 
El flector debido a la solución i n i c ¡al G = P ( t) • O , 4 .h Z e s . 12 
y el debido a la solución modal es: 6EI;-':I.. , luego ~l momento-
h 
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total final es: 
M(t) = K.h + 0,4.h 
-Z¡-.U 12 .senwt 
M(t) = 82,5 sen5,82t - 76,67 sen6t_ 
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EJERCICIO E1.5 
En la figura El. 5a ,los soportes esbe 1 tos (E I = 
cte.) están conectados rígidamente a una viga rígida de peso 
W • La base de los soportes expermienta un movimiento ~ori -
zontal del cimiento uf = S.sen(a·t), con S y a constan-
tes. Si al pórtico estaba en reposo en el instante t= O 
se pide determinar el movimiento total no amortiguado de la-
viga en el instante t= T con T>O 
w 
I 
El El L 
I 
.r =+--Uf~ 
Fig. E 1. 5 a 
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Fig. El. 5 b 
Ecuación en vibraciones 1 ibres.-
Equilibrio de fuerzas: 
F 1 • nercla + F E 1 .. . astlcas = O 
en este caso se tiene (Figura El.5b): 
-w 11 
g ut(t) 
F = -K·x = E 
24·EI .x(t) 
L3 
{El.Sa} 
ut(t) = uf(t). + x(t); ~t(t) =J~'f(t) + ;;(t); Sustituyendo 
en {El.Sa} queda: 
r uf (t) = S·sen(aój:) 
W ~(t) + ~ f (t) + 24·EI .x(t) Ff (t) aS'cos(aot} = g L3 
uf (t) = -a 2 S. sen (a· t) 
Luego; 
M K 
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W a $'sen(at) g { El. 5 b} 
la pulsaci6n fundame~tal es: 
K = 24·EI·g 
M 
Para resolver la ecuaci6n diferencial {El.5b} se 
considera la soluci6n de la homogénea (X H) y la soluci6n de 
la particular (X p ): 
• XH = A'coswt + B.senw~ Xp = C'a'cos(at) 
Xp = C'sen(at) 
.. 
Xp = -a 2 ,C'sen(át) 
entrando con Xp en E1.5b: 
de donde e vale: 
ciones 
~ t (t ) 
e = 
Para cal~ular A yB hay que considerar las condj 
iniciales: 
a2~H'S 
= A'coswt + B'senwt + .sen(at) + S'sen{at) 
K-a 2 ·M 
[ a2.M.s] ) = -A·w.senwt + B.w.coswt + a s+ .cos(at 
K-a 2 .M 
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{ ~t (O) = O para t = O se tiene: 
I 
u t (O) = O 
[ A = O 
luego 
-a [ a 2 'M'S] a 2 .M.S S+ I _ K - a 2 .H _ 
Bw+a [s+ 2 ] = O B w 
. K+a •. M 
luego, para t = T>O , el movimiento total del pórticó es: 
a 
= --
w 
.[ a 2 • 1-1 • S ] [ a 2 • M ] S+ ; . sen(wt} + S 1+ 2 sen(at) 
K-a 'M K-a ·H 
= S [1+2~'~] [sen(at)-fr·sen(wt)] 
K-a 2 'M 
L--__________ .• _. ________ • __ --I 
siendo: 
M W = g 
K 24'EI = 
L3 
w = V24'EI'9 
W·L 3 
- 28 -
EJERCICIO E2.l 
En la estructura reticulada de la figura E2.la-
el dintel tiene un peso total W y se supone infinitamente-
rígido. Los soportes son flexibles y extensibles y su sec 
ción es rectangular de lados a y b • 
La acción del viento se puede suponer, en este --
ejercicio, como una fuerza horizontal uniformemente reparti-
da de valor máximo P y que varía a 10 largo cel tiempo se 
gún senwt. 
S e p j d e d e ter m i n a r' 1 a e e u a ció n m a tri e i a 1 d e e q u i ll. 
brio dinámico 
w 
pI t ) 
SE CCION S-S' 
l· L -1 
Fig. E2:1 Q 
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p ( t ) w 
= 
G 
p(t 1 ~ P!2 
+ 
l-p/2 
\....) 
G 
Fig. E 2.1 b 
El ángulo e que se ve en la figura E2.lb de -
pende del alargamiento acortamiento de los soportes. Como -
se considera el problema 1 ineal sene~e y la geometría de -
la estructura antes de deformar sirve para plantar la ecua-
ción de equi 1 ¡brio. 
3M~M' 
211 12 N 
- 30---
M': ~ e 
h 
N :: En L 9 
2h 
Flg. E 2.7 e 
Estableciendo el equilibrio dinámico y teniendo-
.en cuenta los tres estados considerados, queda (ver figura-
E2.1d) 
E r:-. 
.'. r A 
-
¿;'M = a 
t En L e 
-2h 
O 
I . e 
Mü 
Fig. E2.1 d 
p 
-:: 2 sen W t 2 
M :: ~ sen wt 3 . 
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Para el cálculo de 
gura E2.1e: 
se tiene en cuenta la fi-
F~Aj 
--t 1- . 
dx I 
Fig. E2. le 
di 
l/2 
= x 2 .dx = _\~ 'J gL 
-l/2 
10 12. El· 8· E I ErtL 2 WL 2 :~ ¿;M ::; _. s.enwt . u - -·8 -·8 = -·a o 3 1 2 h ,lh 12 9 . 
" 
WL 2 .. ErtL 2 8· E I 
·8 1 2· E I 10 -·8 + + + -_-.u = -'senwt 
12 9 2h h h 2 3 
W O .. 24·EI 12· E I 2'senwt u u 
9 h 3 h 2 
+. = 
'WL .. 1 2· E I 8· El Ertl 2 8 1 O Q 12 9 8 --+ z¡:¡- -' senwt h 2 h 3 
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EJCRCICIO E2.2 
La estructura tipo torre de la figura E2.2a se 
supone constituída por una ménsula con dos masas MI = M2 = 
= 50 t.seg 2 /m. Su sección es constante. 
= 8 m't 
Desde el nudo 2 se sitúa un cable horizontal 
que ejerce una fuerza de modo que el nudo 2 se desplace 4 
cm. En un instante dado (t=O), se supone que dicho cable se-
rom pe. S EPI DE: 
a} Modos de la vibración y frecuencias de la misma. 
b} Desplazamiento horizontal del nudo 
instante t= 10 seg. 
NOTA: Se desprecia la"masa rotatoria de inercia. 
X2 
I lIlE 
E 
1.0 
Flg" E 2.2 a 
en el --
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16 
-5 O O 
1 6· E I 
-w 2 O Trñ -,...... = L3 
-5 2 O O 1 , 
1 6 
-5 O 
-6· E I 
-w 2 O 6'EI 6'3'10 6 .8 121 ,9 = = = 
7mL 3 7mL 3 7'50'15 3 
-5 2 O 
-609,5 
-609,5 
w4 - 2194,300 2 - 104041,65 = O 
wI = 48,49 
w2 = 2145,81 2 
= O 
w2 = 2194,4±V2194,32-4'10401,65' 
2 
tomando la primera ecuación: (1950,S - w2 ).a 1 
48,49 [
0, 30S2]_ 
0,9523 a = 2 3,1206 
al = 0,9523 
w2 2 = 2145,81 -195,31a 1 - 609,5a2- = O -+ éJ?2 = 
a 2 = -0,3204 0,3052 
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a) FRECUENCIAS Y MODOS 
u (t) = iJ? • q (t) 
w2 = 2145,81 
2 
, 
u (t) j 
U: (t) = 
mxz 
TI?';;~/)-
L 
+ = (-mx,ll 
L 
1 
teniendo en cuenta 1 a figura 
f 1 1 
L3 
= m 
f 21 = 
5Ll 
bIT 
<p [0, 3 0 5 2l 
1 = O,95 23J 
~ 2 JO, 9523l 
~O,3052J 
0,3 052 O,9S 23l 
0,9523 
-0,3052 J 
Fíg. E 2.2 b 
E2.2b se tiene: 
f 12 
5L 3 
= bIT 
f 22 
8L 3 
= ---'"" 3EI 
rq1 (t} 
q2(t) 
L 
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(-m'x ).f + (-m.x 2 ) 'f 12 = 2L
3 5 L 3 .. 
Xl = -bET· m, x l- bET' m, x2 1 1 1 
(-m'x )·f + (-m'x )·f = 5L 3 .. 16L 3 x 2 = -bET' m- x l- bET-m-xz 1 21 2 22 
~'X = -Z-m'x - 5.m·x 
L 3 l' 1 2 
En forma matricial: 
6 El •• 
--·x 
L3 Z 
5 .. O 
fo 
xl xl 
+ 6 El 
= EZ.Za 
L 3 
Xz O X 2 LO 1 6 
que es de la forma M-x + K.x = O 
M = m 
siendo: 
2 5 
. , 
5 16 
- 1 M -
1 6 
-5 
-5 
z 
q 1 (t)- Al- s e n ( Y 48 , 49 . t) + B 1 . c o 5 ( Y 48, 49 . t ) 
q2(t) = Az·sen(V2145,81 ·t)' + BZ·cos(V2145,81 -t) 
CONDICIONES DE CONTOR~O O INICIALES 
La velocidad al iniciarse el movimiento es nula: 
~ 1 (O) O 
~ Cú.1 = = 
uZ(O) O 
q 1 (e) 
q2 (o) 
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Los desplazamientos iniciales son (Figura El.2c): 
U2 (O) =0.04 
, p 
f-¡.g. E2.2 e 
~(O ) = 
. = Bl 
~ (o) = 
= B2 
P = 0,04 
~ 
3 
u 1 (O) = f 1Z 'P = 5L -O QÚ .• l.U.. = 0,0125 m bTI ' . 81 3 
u 1 (O) 0,04 l q 1 (O) 
= = <P 
u 2 (O) 0,0125 Q2(O) 
J 
0,3 0$2 0,9523 B 1 fO. 04 
= 
lO.O12 5 
-
0,9523 -0,3052 B2 
B1 = 0,0241 
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~ 1 (O) = V48 49·A 
' 1 0,3052 0,9523 ~8,49'Al 
~ (O) = 
= 
Q2(0) =V 214 5,81'A2 0,9523 -0,3052 014 5,81'A2 
o Al = O 
= 
-
O A2 = O 
entonces: 
u 1 (t) 0,3052 0,9523 0,0241 cos{V48,49·t) 
.!:!. ( t ) = = 
Y2(t) 0,9523 -0,3052 0,0343 cos{'V2145,81·t) 
pata' t =10 seg.: 
u 1 (lO) = 1,31'10- 3-:] (HACIA LA DERECHA) 
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EJERCICIO E2.3 
La estructura de la figura E2.3a se puede est~ 
diar desde el punto de· vista dinámico como un sistema de --
dos grados de 1 ibertad (los desplazamientos verticales de -
las masas M1). Se supone la viga sin masa propia y se desp~e 
cia la inercia al giro de las masas M1 , así como que no exis 
te amortiguamiento. SE PIDE: 
a) Ecuaciones del movimiento (Vibraciones libres). 
b) Supuestas las ecuaciones anteriores del tipo: 
M·ü+ K·u = O 
Determinar la respuesta del si3tema din{jmico -
así como las frecuencias y modos de vibración •. 
'Se supone: 
12 4 1 6 -9~ 
M = K = 
4 ' 8 -9 16 
(} 
. 
u = u = para t=O. 
o 
Flg.E2.3a 
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a) • ';" 
F,g. E2.3 b 
Se llama K., a la fuerza que aparece en el gr~ IJ-
do de 1 ibertad cuando en el. j se apl ica un desplaza-
miento unidad. Se supone que los desplazamientos en los gra 
dos' de 1 ibertad (2) y 0 son u 1 y u 2 respectivamente. 
Debido a esos desplazamientos, las fuerzas que ~ 
aparecen en CD y @ son: 
En CD 
En (]) 
e o m o s e' s a' b e K • u = - M • Ü , y e q u i 1 i b r a n d o los 9 r ~ 
dos de libertad GJ y @, se tien~: 
K 1 1 : u 1 + K 12 • u 2 = -M • ü 1 1 
La s ecuaciones del movimiento en vibraciones 1 i-
bres son: 
;'1 1 O 
.. 
u 1 K 11 K12 u 1 O 
-
í) 1"1 " .... 
1 Uz KZ1 KZ2 Uz O 
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b ) • ~ 
12 4 8 -4 O , 1 -0,05 
M M 1 = = EQ = , , 
4 8 -4 12 -;0,95 O, J 5 
o , 1 
-O'osl 
_ 1 
M K = 
16 -9 2,05 - 1 , 7 
= 
-O,OS O, 1 S J -9 1ó - 2 , 1 5 2,85 
I f11 = 80 
\2,OS-W 2 -1,7 llamando e:=w 2 : 
O ; I = O 
1-2,15 2,85-w 2 e:2-4,·~0e: + 2,1875 - O 
0,7048 
2,0984 
FRECUF.NC lAS: . 
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2,05-w 2 -] ,7 x, O S i se toma 1 a segunda ecuación: 
= 1- 2 , '5' x ,+(2,85-w 2 ) 'x 2 =O 
.-2,15 2,85-w 2 x 2 O 
x, = ,1 
riló d U lo =y,2 + 0,9136 2 
y normal izando: 
0,7383 
0,6745 
w2 
2 = 4,4 032 -+ - 2 , 15 • x 1 - 1 ,5532 = O 
x = -1 3842 2 ' 
y normal izando: 
0,58561 
!~ = J 
-0,8106 
MODOS: 
O, 7383 0,5856 0,7383 0,5856 
!2 = <I> = 
0,6745 -0,8106 0,6745 -0,8106 
q, 
!! (O) = 
O 
O 
ü (O) = 
modos es: 
= 
= 
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A1 'sen' (0,7048t) + B1·cos. (0,7048t}) 
A2 ·sen· (2,0984t) + B2 ·cos' (2,0984t) 
"1 (O) = 0,7 0 48'A 1 
0,8159 0,5 895 
cI>-1 
= 
0,6789 -9,7432 
1 B,l 0,815~ 0,58j5 q 1 (O) 
cI> I = 
Q2(0)J B2J 0,6789 -0,7432 O 
"1 (O) 0,7 048 A1 0,8159 0. S89S l 
cI> = I 
~ 2 (O) 
L 
2,09 84A 2 0,6789 -0.743 2J 
J == J~ e 0,816 
B2 = 0,679 
Al = 0,836 
A2 "" -0,354·· 
0,8159 
= 
0,6789 
O r 0,5895 
= 
0.7432 J 
La respuesta del sistema dinámico en función de los 
0,7383 0,5856 0,836.sen(O,7048t)+0,816·cos(O,7048t) 
0,6745' -0,8106 
-0,354.sen(2,0984t)+O,679·cos(2,0984t) 
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E-JERCICIO E2.Q 
La estructura de la fUQura E2.~a se puede estu-
diar desde el punto de vista diri5mico como un sistema de dos 
grados de 1 ibertad (los desplazamientos horizontales de 1as-
masas M1 y M2 de los dinteles). Se suponen ~stos forjados-
derig¡de~ infinita e inextensibles. Los soportes tienen ri-
gid~z El y se suponen inextensibles •. 
Determinarla respuesta del sistema di§ffiico, asf-
como las frecuencias y modos •. 
Se supone que no existe amortiguamiento. 
M2 
T 
El El 
El El 
1 Fig. E 2. 4a 
L 
.. 
~ 44 -
Fig. E2. t, b 
• 
12 El """ 
--luz -u,) 
L3 o" 
12 El"" . 
-3- (UZ - U)) l: o 
-
--
Considerando la figura E2.4b, se tiene: 
Q = 12· E I 
--- <5 
. , " 
12 El"" o" 
-V-(U Z -U1 ) 
• 
... 
3 El 
--u 
" L3: :0" 1 
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Planteando el equilibrio: Fl~t' +F, ,-O 
e as Icas Inercia 
y a la vis~a de la:fi~ura E2.4c se tiene: 
Grado de libertad 1: 
- M • ii 12EI 3EI -- --'u - -_·u 1 1 3 1 . L 3 1 L -
Grado de libertad 2: ' 
-M • Ü 24EI - --'u 2 2 L 32 
En f o r m a m a tri c- i al: 
b) 
M 
M 
- i1 1 
O 
M1 
O 
M'ü 
1 
o 
-M 2 
O 
H2 
+ K-u 
1 6 
= 1i2.O .. 
:-9 
l 420 
. K = 175 
. 
r -33E I 
L 3 
+ . 
l2W 
L 3 . 
U 1 39EI 
-L 3 / 
+ 
Ü2 l-Z4E I 
L 3 
= O IM-1K -
-9 
1 ~ I = 
16 
I~ I 
16 9 1 2 
9 16 4 
24EI 
+ --'u 
L3 2 
+ 
24EI 
--'u 
. 3 1 
. L . 
Z4E I l 
r.. 3 
-24EI 
L 3 J 
-24EI 
L 3 
24EI 
L 3 
.J 
w2 1 I = O 
-
= 
'u 1 
U t 
u 2 
-
24EI 
--'u 
L 3 1 
O 
.lo 
lo 
O 
= 
O 
420 
= 
16 
175 H· = 1 75-
9 
4 547,2 326,4 
= 
8 412,8 393,6 
O 
9 
1)6 
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547,2-w 2 326,4 
1M 
_ 1 
·K_W 2 .11= 
° 
-+ 
412,8 333,6-w 2 
llamando E = w2 
(S47,2-E)'(393,6-e:)-412,8'326,4 = O 
E2 -940,8E + 8~640 = ° 
El = W2 = 95.385 .. w1 = 9,8 1 
E2 w2 2 =845.415 ... w2 = 29,08 
W1 = 9,8 S9 
FRECUENCIAS: 
= 
1 
11 
W2 == 29,08 sg 
.. 2 
,.lf7 ,2-w 326,4 
= ° 
412,8 393,6-w 2 
Si se toma la segunda ecuac16n: 
Norm al izando: 0,5857 
~ 1 = 
-0,8106 
O 
x =1 1 
x =-1 384 2 ' 
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Normal izando: [0.7383 J 4 2 
0,6745 
0,5357 0,7383 
HODOS: q?l = 11 q?2 = 
-0,8106 0,6745 
0,5857 0,7383 
q? = 
-0,8106 0,6745 
Se comprueba T T matri~es diagona-que q¡ .!1.q¡ Y q¡ .K·q¡ son 
leS::: 
0,5857 -0,8106 1 6 -9 0,5857 0,7383 
T 1 q¡ .M.q¡ 1l2ó"" = 
0,7383 0,6745 -9 1 Ó -0,8106 0,6745 
24,55 O 
1 DIAGONAL 420 
O 7,04 
0,5857 -0,8106 12 4 0,5857 0,7383 
t q¡ .K .. q¡ = . ' = 
0,7383 0,6745 4 8 -0,8106 0,6745 
5.S75 O 
DIAGONAL 
O 14,165 
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si se hace el cambio:. 
.. 
u 1 q 1 u1 q 1 
= <P 
--
= <P 
, , 
u2 q2 u2 q2 
q 1 = A 'cosw 't + B1 'senw 1 't 1 1 
q2 A 'cosw 't 2 2 + B2 'senw 2 't 
q 1 (O) = Al q 1 (O) = 9,8 B1 
q 2 (O) = A2 Q2(0) =29,08 B2 
u 1 (O) q 1 (O) 0,5857 0,7383 Al 
u (O) = = = <P 
--
= 
u2 (0) O Q2(O) O -0,8106 0,6745 J A2 
Ü 1 (O) Q 1 (O) 0,5857 0,7383 9,8 B1 
u (O) = = = <P 
--
= 
u 2 (O) 42 (0) -0,8106 0,6745 29,08 B2 
Invi~tiendo la matriz <p: 
0,6789 -0,7431 
<p~ 1 = 
0,8159 0,5895 
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La respuesta del sistema dinámico es: 
q1 (t) = O,679'cos(9,8t) - 0,o066'sen(3,8t) 
0,0048'sen(29,08t) 
0,5857 0,7383 
-0,8106 0,6745 
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EJERCICIO E2.5 
La viga biapoyada de la figura ~2-5a es de hor-
migón con un módulo de elasticidad E = 200.000 kg.cm-2 y so 
bre el la actGan tres masas, cuyos pesos son, W = 30 t. 
1 
Se pide: 
Plantear la ecuación algebraica que permite el --
c~culo de la frecuencia fundamental de las vibraciones 1 ibres. 
~: La viga se supone sin masa propia y tiene un ancho cons 
talte b=l ,00 m. No se considerara amortiguamiento. 
Se tomaran como grados de 1 ibertad los desplatamie~ 
te; verticales de las masas concentradas. 
17 eW¡ 82W¡ .w, 1: I.~O I ··1 ~ ¡--- 6.00 pi- '12.00 
·1· 6.00--1 
Flg. E2. 5 a 
3 a T 
Ley de flectores 
Tremos la tercies 
Tramo central 
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= 
12 
= _1_ bh3 = "_8_ m4 
12 12 
Fig. E2.5 b 
¡..------ '0/3 a ------1 
3 a 
4 El 
Viga conjug3do 
f 
Teniendo en cuenta la figura E2.5bse tiene: 
1 a 2 60 + 1 2 + 4 + 1 a 2 
P2 = ~IT 64.3 ·rr 
P3 
1 a 2 
Rl 
77 a 2 
= +64' - = 64.3 El ~6 El 
ta 2 3 1 1 77 a 2 43.a 2 
1:'4 = 8'IT R2 = ('8 + '8' + 'S" blf:3) ·rr = 64.J.EI 
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Siendo f .. l a flecha 
IJ que aparece en el 
libertad i cuando en el j se aplica una fuerza 
nul a en los demás g rad os de libertad se tiene: 
= (~o o 1 - 3 ,) a 3 = 
\)"1 0 ;> '8 o '3 °rr 
77 - 24 a 2 
64.3 'rr 
77 3 4 1 ,. 1 2 
grado de 
unidad y-
= (~ o 2 - ~'3 - Tb'I - b4'I) = 154 - 96 - 6 - 2 3 64.3.EI a = 
= 
P 1 
P2 
50.a 3 
64.3.El 
= (~ 0"1.3 
l' 
-º-~: 2 . I I 
I 
o 
Ley de Hectores 
·a 2 . 
= 
4El 
a 2 
TbIT 
43- 8 a 3 
64.3 'rr = 
viga conjtJgada 
Ftg. E2. 5 e 
P3 
a 2 
= 3TIT 
R' l = R2 = 
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8+2+1 a 2 1 1 a 2 
°rr = 3Iorr 32 
1 1 1 1 a 3 
= (JI - 4°3)"ET = 66 - 16 a 3 64 0 3 "rr 
f = (!l 1 4 1 1) a 3 = 
22 32 o 2 - 4"3 - 1óoI - 32°3 "rr 
132 - 64 - 6 - 2 . 3 
~----~E~I-------oa 
r-~~ EJ 21 R\ 
.' W \ W r-- E 1 
. @Jo \ " ®----<.'-~~~ , 0r--''--A-n -
W1 '2 IN! W1 n'rh 
CD E 1--", j¡\ 
~ a .~~ a a-+-o -l 
Flg.E2.5d 
60 3 
= rr"a 
De este modo, los desplazamientos totales en los -
grados de 1 ibertad (2), 0 ' 0 ' son: 
Xl = 
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.. 53 50 35 O O Xl 
é 
W1 a 3 
50 60 sea: 9' 192EI 50 O 2 O X2 t 
35 50 53 O O .. X3 
+. 
.. 
Teniendo en cuenta que X = -oo 2 .X 
53 100 35 Xl r Xl 
W 3 2. 1 • a .00 
50 12.0 50 X2 X2 O 192.g.EI + :..: 
35 100 53 X3 X3 
o 1'0 que es igual: 
153 100 35 O O Xl 192.g.EI 50 120 50 O O X2, = O 
l35 
W 3 Z 1 • a .00 
100 53 O O X3 
i... 
S i se llama: A = 192.9.EI 
W 3 2 1 • a .00 
{E2.5a } 
53-A 100 50 
50 120-A 50 = O 
35 100 53-A 
De {E2.5b} salen Al' A2 , A3 Y entrando en {E2.5a} se 
ohtiene 00 1 , w~, X 003 • 
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EJERCICIO E3.1 
En la viga vo12dizo de la figura E3.1a, de luz L), 
masa por unidad de longitud P y secci6n El constante y so-
metida a flexi6n se pide: 
a) Determinar las frecuencias y modos propios de vi-
braci6n de la viga. 
b) Determinar la ecuaci6n de la flecha para vibracio 
nes forzadas en el. caso de la apl icaci6n de una carga de inten 
sidad g uniformemente distribuida sobre toda la viga en el -
instante t=O que-o se mantiene constante a 10 largo de~l tiempo. 
1- L -1 
Fig-E3.1a 
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La ecuaci6n din~mica es: 
a4 w El -+ 
(o, L) 
= O para 
a:'x '. t~ (0,00) 
Las condiciones de contorno (independientemente de t) son: 
aw 
w = = O a--; 11 
(para x = O) (para x = L) 
Se supone una vibración arm6nica (libre): 
w (x,t) = F(x) sen(w t + ¡p) 
y resulta: 
d 4 F <5 /w 2 F ((O,L) = XE: 
dx 4 El 
F dF O O = dX = pa ra x = 
d 2 F d 3 F O L = = para x = 
dX2 dx 3 
La soluci6n general es: F = Al :Sh'A x + A2 ', Ch.A,x + A3 ,sen\,x+ 
+ Al¡ 'coSA x 
con: A 4 = 
Al imponer las condiciones de contorno se obtiene: 
A2 + Al¡ = 
Al + A3 = 
Al , Sh A 
Al' C h , :\ 
O 
O 
L + 
I + ... 
A2 , "C h 
A2 Gh 
A 
A 
L- A3 senA L - A4 cosA,L = O 
L - A3 cOSA L + A4 cOSA l = O 
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Sistema homog~neo que tiene como soluciones .distin 
t a s de l a tri v i a 1 l os va 10 res de A , que hacen e I de te r m i -
nante del sistema nulo: 
° 
L 
° 
O L 
Sh A L ~é h A L -senA 
eh'A L Sh:A. L -coSA 
es decir: 
cuy~s primeras soluciones son: 
L:A2 = 4,694 
! 
L 
° 
-coSA L 
cOSA L 
L A = 7,855 
. 3 
y las correspondientes f~nciones son: 
F1 = 0,734.( S h~A 1 . x - senA 1 . x) - ("C h . Al 
= 
x 
F2 = 1,018.( Sh A2 x - senA 2.,x)-( eh A2 '."( 
F3 = 0,999.( sr A3' X - senA 3 x) - ( -e h,A 3 "( 
y los modos son: 
w .(x,t) "" F (x).sen(w .t + 4) con wn n n .. n 
b) La carga es del trpo: 
p(x,t) = p(x) p(t) = 9 f(t) 
° 
-
-
-
(l 
n 
casAl eX) 
cOSA 2 x) 
cosA) x) 
donde 9 es constante y f(t) se representa en la figura-
E 3. 1 b 
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f (t ) 
o t· 
Fi9· E.3. 1 b 
La ecuación dinámica e,-· ~ . 
EI. alf .w ~IfW x,s 
((O,L) 
+ P .------ = p(x 1 ,t) 
a Xlf a t 2 tE: (O,eo) 
Las condiciones de borde son: 
a w 
w = = o aX' para x=Q 
a2 1.0 a2 w 
~=~ = o para x=L 
a X2 a x 3 
l~~ ~ondiciones iniciales son: 
ow _- O 
w = -a t pa ra t = o 
SA desarrolla en el espacio l~ flecha y la carga de la for-
ma que sigue: 
donde: 
eo 
w (x,t) = 1: 
n=l 
F (x) Y (t) 
n n 
eo 
p(x) ::: ¿ gn F (x) 11 
n=1 n 
f O p(x) F (x) dx n 
gn 
-!cL F' (x) dA O n . 
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y resul ta que 9 n = - ~~gL (Al ln siendo 
n 
\ 
CA) -
. 1 n 
el valor del coeficiente Al 
lei9h F (x). Lue90 se.tiene: 
n 
en la funci6n n-sima de Ra~ 
9 1 = -0,783 9 ;;9 2 = -3,434 9 ; 9 3 = -255 9 ; 94 = -182 9 ; 95 = -139 9 
Para el término n-simo se obtiene la ecuaci6n diferencial: 
El F IV y + P F Y = 9 F f(d 
n n . n n n n 
o equivalentemente: 
'El A" Y + P y = 9 f(t) 
n n n n 
" 
9 n E i y + w2 y = f(tj con w2 = A" 
n n n , e 
i 
cuya sol~ci6n es: 
. 
n 
cosw 
n 
n· p 
t + 
El""" n 
con las condiciones iniciales Y (O) = y (O) = O resulta: 
n n 
y = 
n 
(1 - cosw t) 
n. 
y la respuesta dinámica es: 
W 
n 
la respuesta estática 
00 
= ¿ 
1 
.(1-cosw .t).F (x) 
n n 
~ 
sera: 
00 
w = ¿ 
n=1 El A" 
n 
. F (x) 
n 
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EJERCICIO E4.1 
La placa de la figura E4.1a simplemente apoyada-
en todo su contorno está sometida a una carga de: 
Z = lO.sen ~.sen ~.t.m-2 
a) Determinar el máximo desplazamiento. 
b) Si la placa está apoyada en un suelo elástico determinar-
- 3 
su módulo de 'balasto, ex:-esado en t.m , sabier.do que con la 
carga anterior los desplazamientos son un 25% rle los produc{ 
dos sin estar apoyada la placa en el suelo elástico. 
v = 0,2 
h 0,25 m 
y 
6.00 ----1 
Fig. E4.1a 
o 
o 
ro 
.X 
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E 2. 10 t. m - 2 
V = 0,20 m 
h 0,25 m 
O 
'E. h 3 
2713 = = 
12{1-v 2 ) 
Z = 'If. x 3 'ir 10.senr·senS-·y 
Se supone un módulo de .balasto K. 
La ecuación diferencial es: 
2-h.'-' V'+.W = w 
D 
y J vale entonces: 
1Tx 11r VI, = 'v/ 13 • senr' sena-. y 
= 
a~ Si k=O 
b) Si k~O 
- 3 0,3336.10-3= 3,6864;10 
2,7625 + ~ 
-3 3,6864.10 . 
2,7625 + ~ 
k = 3,6864 -2,7625 = 
D 0,3336 
k = 22.485 - 3 t.m 
8,2878 
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EJERCICIO E4.2 
La placa indicada en la figura E4.2a, simplemen-
te apoyada en todo su contorno y en los puntos A y B , está 
s ometida a una carga repartida de valor. 
p(x,y) = 3,00.sen6:~0 . sen;:bo t.m- 2 
Las características de la placa son: 
Espesor : O~20 m. 
E = 300.000 kg/cm 2 
v = 0,20 
Determinar los momentos Mx, My y Mxy en el centro 
de la placa'y las reacciones en los puntos A y B. 
%~~~~~~~~~~ 
./ 
/ 
7/, 
1-- 2.00+2.00 +2.00---l 
Flg. E4. 2 a 
T 
1.50 
+ 1.50 
~ 
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t 
1. 50 
A- -s + 
1. 50 
XI 
~. 2.00 .. \. 2.00 + 2.00 --t 
Fig. E2. t, b 
Considerando la fig~ra E4.2b Se tiene: 
Z(x,y) 'IT 'IT.X2 = 3.sen ....!.2!1... sen 6 3 
m = 
t/m 2 {n = 
La flecha debida a 1 a capa uniforme e s: . 
Z 11 3 3.36 2 
W 11 . = = = 
D [(~)2+(I)212 ['lT 2 4'IT2] 2 D.25.'lT 4 D}6 +~ 
3.36 1T'Xi 'IT.Xz 
w = 
c • u • 
sen-- •. sen 
6 3 
Las flechas producidas a una carga puntual unidad 
en A y B son: 
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z = 
mn 
Si se considera un sólo elemento del desarrollo de 
Fourier, se tiene~ 
Caga unidad en A: 
sen 
W 11 
1T • 2.' 
t) 
1T.l,5 
,sen 3. 
JL2 O sen 
Z 11 
D r1T 2 + 2' 2 1T 9 ] l3b 
13 1 2 . 4.13 
= 
"Ll • L2. 
= 2.6.3 
4 
13.36 2 
= 
D.9.2.5.1T 1f 
La flecha debida a esta carga puntual en A es: 
1T. X 1 
sen-·--
6 
1T x2 sen~ 
3 
Para calcular las reacciones ~n los apoyos, hay que 
ob1igar a que las flechas en A y 8 sean nulas; ahora bien, la 
carga uniforme actuante 'es (figura E4.2c): 
1T' X l 3. sen -6- . sen 
¡; 
= 9 
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3 3 
T T A 8 
2.00 -+-2.00~2.00-t 
A,S 
.1.50 +1.50-1 
z Xz = 1. 5 z XI =:3 
Flg. E4.2 e 
Debido a la simetríSl, las reacciones en A y B son 
iguales. Llamando f .. a la flecha en t debido a la carga ¡Jun--
I J 
tua 1 un i dad actuando en j 
• sen 
• sen 
7f 
•.. sen 2" = 
7f 
• sen 2" 
Para hallar la reacción RA(=Ra)=X 
3.36 
.. 4 D.25.7f 
'IT"x 
• senr • 
/3.36 2 
D.9.25.7f4 
X 2] sen-3-
Xl~2 
x 2 = 1 ,5 
Ya se ve que el cálculo de X es independiente del punto A,B 
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Se se calcula la X expresada anteriormente, a la 
hora de hallar la f1éc:la total (para posteriormente hallar 
m", m'2' .m 22 ) dicha flecha será 
w = 
'--------.......,vr---------J1 • 
o 
7T.X 2 
sen--
3 
y el par~ntesis es igual a cero porque asi se ha he 
choa1 calcular la reacción en A 
Esto sucede por haber tomado un sólo tirmino ~e1de' 
7TxT 7T.X l 
sarr 0110 de Fourier, con 10 que el t~rmino sen-,--:-- • sen---r-=-
. ~, ~2 
es id~ntico para la carga puntual y para la uniform~. 
Se rehace el ¿álcu1) tomando más t~rm¡nos de1 desa-
rrollo en serie de Four!er para la carga puntual: 
W . = 
c. u '. 
Carga unid~d en A I 
sen 
7T.2 27T.l,5 
-6- sen 3 
Z'2 = r 7T'>'<1 pen' 2.7T.X 2 O sen 2 .dx, 6 O . 3 
27T.2 7T.l,S 
sen 
-6- sen 
. 3 
Z21 = r 27T.X 1 r n.x 2 ~ sen 2 dx, sen 2--6 O 3 
.dx 2 
• dX 2 
7T. x 2 
sen--
3 
= O 
1J/2 
6.3 = 
""""4 
ñ 
9 
\ol = (p= 1) A 
13.36 2 
D.9.25.1T 1f 
= 
•• s e n 
Car~a unidad en B: 
Z 11 = 
1f.4 1f.1,5 
sen-- sen---6 3 .. 
= O 
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= 
[ 1f2 1f92]2 9D 9 + 
1f'X 1 
6 
1f'X2 9.fi 
. s en + 
3 4.0 
13 
9 
'vi 11 = 
= _13 
9 
1f~~1 'ff. x 2 
6 
= 
1f'X2 
sen--
3 
W (p=l)S 
/3.36 2 
i).9.25.1f 1f 
sen--- .sen-- -
3.13 
-- . Sen 
'ff'X2 
sen--
6 3 4.D 6 3 
- 68 _ 
Ya ve que los t~rm¡nos aAadidos se van a anular y _ 
por lo tanto hay que seguir tomando más t~rminos del desarrollo:. 
En A: 
'lT.2 
sen-r-
o 
- O 
3'lT.l,5 
• sen ,-
o 
= O en A Y en a· 
-/3.36 2 
= = = Z~3 6.3 
L¡-
-.(3/2 
6.3 
~ 
-4/3 
2.6.3 
-13 
9 D • 9 d 7 2. 'lT If 
En B: 
Con 
'lT.4 
sen-r-
o 
6.3 
-z.-
esto queda: 
/3.36 2 
W(P=t)A= D.9.25.'lT If 
13.36 2 
. sen 2 If D.9.37.'lT 
13. 3{, 2 
W(P=t)B= D.9.25.7T If 
. sen 
'lT.x l 
~ 
. sen 
. 
= -(3 
9 
'lT,x l 
~ 
sen 
'lT.x t 
~ 
• sen 
. sen 
3'lT.x 2 
3 
. sen 
'lT,x 2 
+ 
-r-
'lT.x 2 
-y- -
-13.36 2 
D.9.372.'lT If 
9./3 
sen 4:D . 
9.13 sen lf':"D . 
Obl igando a que la flecha en A sea cero: 
2'lT:x l 'lT.x 2 
sen "--6 . 3 
2'lT.x t 'lT.x 2 
sen 
--b . 3 
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w + x w + J-c. y •. . [(P=l)A 
. A _ 
x[ ./3.36 2 
D.9.25.TI'+ 
3: 3 6 2 • 13 + 1,96 x. 13. 3 6 2 • 13 
25.TI'+.D.2 25.TI'+.D.2.9 
= O 
x = 7,9392 
Las reacciones son: 
w ] (p= 1 ) B o 
A 
13 ] . 2' (- 1 ) • 2 = O 
L a f 1 e e h a t o tal e tI e u a 1 q u i e r p u n t o del a p 1 a e a e s : 
w = sen • sen 
TI,X 2 '.' .. 13.36 2 TI,x l 3TI , x 2 
. sen 
""""3" + ),. 9392 • 2 . 2 '+ . sen -r-. · sen 3 O • 9 .37 ,TI 
W 36 2 0,0558 [sen TI,x l TI,x 2 TI,x l 3n;X 2 ] = b-'"- . sen -r- + .sen --r--- . sen 25.TI'+.D o 
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FLECHA TOTAL: 
W = 36 2, O, 03 .[s e n 1T • xl. 50.1T{l~D ~ 
W 11 
= _ 362~0,03 
~ 4 50.1T .0 
1T.X 2 
-+sen 
3 
1T.X 1 
-r;-' sen , 
W 22 , . 
36 2, 0,03 [( 1T) 2 1T • xl, ' 1T. x 2 2 
= -, 3" .. sen -6-' sen ~.+,7T, 
50.1T 4 .D 
'vI- 12 = 
, 
-'[ ; 2 ' 3 6 • 0,03 (:!!.) ;'.1l.. 
• 6' 3" co s 
50.1T 4 .0 ' 
w J '. = O 
,12 CENTRO, 
.sen 
1T.X 1 
~.sen 
O,027~ 
.cos 
~ Los momentos en el centro de la placa 50n: 
= -O(W + vW ) 
,,11 ,22 = -D.O,20. 4.36~~03T 
3.25.1T 2 .D 
-0,8 ,(l.§.)2. 0,0279 
75 1T 
= -D(W,22 + vW ) - -D,l. 4.36 2,0,03= -4,(ll)2 .0,0279 
,11 2 75 1T 3.25.1T ,D 
mil = -O(1-V),W,12 = ° 
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MXX]CENTRO = 
- - 0-, 0391 _ m. t. 
MYY]CENTRO = 
- O,1953-m.t. 
MXY]CENTRO = O 
REACCION1A = REACCION]a = - 7,9392 t. 
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EJERCICIO E4.3 
La placa rectangular de la figura E4.3a de lados --
a y b Y espesor h simplemente apoyada en todo su contorno,~-
se encuentra sometida a una carga triangular de valor máximo uni 
ta r i o p como se indica en la figura •. Existe en el centro de la 
plEa un soporte rectangular de lados a-y b- y longitud L emp~ 
trado en sus extremos. 
SE PIDE: 
1) Flecha de la placa suponiendo que no existe soporte centr~l. 
2) Flecha al considerar la existencia del soporte central. 
3 ) Máxima ten s ión en e 1 soporte. 
El materi~l de la placa y soporte ofrece un módulo de 
elasticidad E Y un coeficiente de Poisson v .• 
A efectos de este ejercicio se considerarán las dimen 
s¡ones a-y b-muy peque"as respecto a los valores a y b de la-
losa y sólo se tendrán en cuenta los tres primeros t&rminos sig-
nificativos de Fourier. 
DATOS NUMERICOS: 
a =.16 m 
a = 0,30 m 
v = 0,20 
b = 12 m 
b-= 0,20 m 
h = 0,20 m p = 4.0 t.m-· 2 
I 
'e 10.00 m E = 200000 kg.cm- 2 
Flg. E4.3 a 
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b 
o x o 
Fig. E4. 3 b 
Tomando los ejes de la figura E4.3b se tiene: 
Z (x, y) = P (a-x) 
a 
1 
mn f a Jb (') ( ) m'lT x n'lTy ~ a-x .3en--- dx.sen--b- dy O ~ O :, a a 
JI5 • O senn~y dy = 
+ du = dx 
.. ffi'lrX .. ' d sen----.- x 
a 
Ja . m'irx' 
.. cos-- dx O a 
o 
;VV -a m'lT = -.cos- x 
m'lT a = 
-a 
m'lT 
;' J(a-x) .sen m: x dx. 
o " 
[ m'/Tx]a a x. co S--a-' O + m'lT 
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I = E. {. ~ (- co s mTf + 1) +~. (-1 ) m} 
mn a mTf mTf 
, 
{ - ( - 1 ) m + 1 + (- 1 ) m ) . "( 1 _ ( .. 1 ) n) 
I 
mn 
I 1 1 
Z 
mn 
Z 11 
= 4 I 
ab mn 
(1- (-1) n)_ Cuando 
=~ 
./{2. 
Z21 
b (_(_l)n + 1) 
nTf 
n=par I =0 •. Por 10 tanto: 
mn 
Z11 = 0,811 p Z = 0,405 P 
21 
Z31 = 0,270 p; .Z13 = 0,270 p 
o = 
Vl 11 
E. h = 2. lO 6 • O , 2: 0 3 = 
12(1-0,04) 
0,811 p 
1.388,89 ._- + [9Tf 2 ~2 ]2 
16 2 12 2 
0,270 P 
1.388,89 [9Tf 2 + 
1 6 
1.388,89 
= 0,051 p 
w = 
mn 
, \4 1 J 
Z 
mn 
0,405 p 
= 0,006 p 
o , 2 70 P t = ° , O ° O 5 p 
D [~.+ 9Tf 2 ]. 
16 2 . 12 2 . 
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() m1TX W x,y '= r¡¡ .sen • sen 
mn a 
m1T 
e (x , y)' = 
a x 
W 
mn 
• cos 
m1TX 
a 
n1Ty 
-b-
• s en 
n1Ty 
b 
Por tanto, deñido a la carga uniforme, la flecha y -
el giro en el centro son, respectivamente: 
\01 0 = 0,051 p + 0,006 p.O + 0,001 p.(-l) + 0,0004 p.(-l)= 0,0496 p= 
= O, 198 m .,:: 
A ° = IT ~ O , O O 5 1 p. O + 2. O , ° O 6- p. tC-~ f) + 3. O , ° O 1 p. O + 3. O , O O O 5 p. O, = 
=-0,009 rad 
Debido a la carga unidad,eneI ce-nt"ro, sóroh~y,fr!:;~, 
cha:(e'¡ "giro' es- cero por simetría): 
Z 
mn 
W 11 
4 
= ah e.sen m.1T a 
= 
4 
= 0,021 ah 
0,021 
D + 1T
2 [ 1T 2 
16 2 12 2 
.0. • sen n.1T {3 
-b- '. • Para 
a 0.=-
. 2 y {3=l? 2 se obtiene: 
-4 
= -0,021 
ªb ab 
-4 
= -0,021 
_' 3 
i = 1,32.10 
1 
-0,021 
W13 
-Of021 
[ 1T 2 j) 
1 .; 2 
- 3 
= 0,087.10 
2!C.] + 
12 2 . 
2-- 0 ,035. 10 
Por tanto, la flecha en el punto medio, debido a la 
carga unidad es: 
- 3 W = 1,198.10 .. ' m 
-1 
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Debidoa:1 momento,on'ictatf:én el ceritr,o, sólo hay un giro (la fle-
chaes cero por antimetría); el efecto del momento se obtiene a 
partir de la carga unidad, derivando respecto de a: 
Z 
mn = 
z·· = 21 
•. cos 
mlT 
-. • sen a 
n',1I' , 
b para 
= 16,36. 10- 3 
a 
a=-2 y 
b 
a=-2 se obtiene: 
. , 
Por lo tanto, la flecha.en el centro debida a la, 
carga unidad es: 
W ( ") ~ 1 ( 4 mlT x,y = ~.- -b.sen--.a D,.a a 
nlT 'Q.) • 
• se ni)" p m'J" sena-' x • n 11' ] sen¡;-. y 
a" 
a=x--
, 2. 
La flecha en,el centro debida al momento unidad es:~ 
Wlx,y) = E.-2. (4m1! 
O I a b 
mlT nlT Q) mll' x • sen nb1!.y] cosa" a. sen¡;-. p "sena' 
y por último, el giro en el centro debido al momen-
to unidad: 
1 fL4mlT 
e( x, y) - ¡. j)T"'- \..'-r .• 
a b 
mlT nlT) m~ 'mlT nlT] 
cosa-.a.sen¡;---a- • a .COSa·x.~en¡;-.y. 
. a=x-a/2 
a=y=b/2 
Siendo: 
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9 21 
-8,18.10~3 .i1T 
. l- 1 ) 46,61.10- 6 = 2 lb = 
j) [(21T)2+(~)2 ] 
1 6 12 
El giro en el 
e23 8,18.10-
3 21f 
• (-1). (- 1) _6 centro debido . 16 = 3,8.9.10. 2 
+ q~) 2 ] 2 momento unidad D [ c2 1T } lb es: 
8 = 70,19.10- 6 
8 41 
16!36.10- 3 41T 
.19,69.10- 6 = = 
[ 2 2 ] 2 
. 
D (41T) +(--2!.) . 1 6 16 12. 
2) Si se considera el soporte central hay que igualar los des-
plazamientos de la placa y del soporte: 
Flecha en el centro = acortamiento del pilar 
0,198 - X.1 ,198.10- 3 X.L = = E .Q 
10 
2.10 6 .2.-3.10- 2 
Ix = 154,53 ti 
Giro en el centro = flexión del pilar 
al 
-
0,009 - 70,19.1,0- 6 y YL =-- 1 O 1 • Y = 2,777,7.10- 6 y 
4.EI 4 63 .2.10 '12.0,20.0,30 
I y = 3, 16m. t] 
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Por 10 tanto la flecha en el centro es: 
3) La m§xima tensi6n en el soporte es: 
a 
max = 
y 
I 
+ 2.575,5 
b ' X 3 , 1 6 0,3 + 154,53 
'2 + n = h . 0,2.0,3 3 2 0,2.0,3 
= 3. 629-t-
m 2 
a ~ 
Hax •. 3.629-
t
-
m 2 
= 1.053,33 + 
- 79 -
EJERCICIO E4.4 
L a ¡TI a, e á. re c tan g u 1 a r del a f i g u r a E 4 • 4 a, de -
espesor h , lados a y b , módulo de elasticidad E y co~ 
ficiente de Poisson V , está apoyada en dos extremos opue~ 
tos y empotrada en los dos. Se le somete a una carga sinu-
() TI·x soida 1 p x,y = po·sen -a-
Determinar la flecha en el centro de 1 __ 1 __ _ 
x 
I~ 
simple apoyo 
>O<><X>O<. empotramiento 
Flg.E4.4a 
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La ecuación general de la losa ortótropa es: 
a ~ ':U) 
2 • 
a~ U) 
+ 
a" U) p(x,y) 
siendo; 
-- + -- = D , a" ~ ax2 áy2 a "y~ ,x 
p(x,y) irX D E • h 3 = p, • s en = o a 1 2 ( 1 - \)2) 
en las condiciones de contorno: 
sulta: 
U)= a.U) = O 
a.x 
a lo largo de y = O 
Se supone 'iue w = F(y).sen 
d ¡f . ''¡:-
+~-' - = 
dy~ 
ir.x 
a 
e y = b· 
, con lo que re-
1" La solución de esta ecuación esl±"- son raices-
a 
dobles de la ecuación caracterTstica): 
que se puede poner por convenien,ia en la forma 
F (y) 
-1!.y _1!.( b -y) , ~ p 
(e ,'Ir Y + e ). e a + (e 1!.( b - y) + e ). e a +~ ¿. 
la 2 3a 4~~ D 
ir 
Las derivadas sucesivas de esta función son: 
F I (y) 
- 1fy -1I. ( b _ y) 
= ! (- C1!.'y + e -e ). e a ..;.. Jl '( - e lI:( b - y ) + e ~ e 4) • e a 
a la 1 2 a 3a -,3 
F tll (y). 
, 3 
'(7J ) 
a 
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Se denomina por comodidad b A= ~.- Y se obtiene, entonces: 
a 
-A 
= (el A + e 2) • e + e 4 + 
F I (o) =: { e 1 - e 2 - { ( 1 - A) • e 3 - e 4 }. e - A } 
¡ 
= :!I {{e U-A) - e } 
al· 2 
-A 
• e· 
Las condiéiones de contorno se escriben en forma-
ma t·ricial como sigue: 
0 Ae -A -A e ~, e 
-A -A . 1 
-1 -(l-'A)e e e2 
= : 
o 
Ae -A -A O e 3 e 
-A -A (1-1 )e -e -1 e 4 
L 
o 
El iminando 
e 2 = e 4 ' se deduce: 
e 3 y e 4 ' ya que por simetría 
resultando: 
-A A.e el + ( - A \ l+e J,e. a 4 Po ---
,. ~ 1f4 
. -A 
-A 
A. e el + (-l+e );C 4 = o 
'e __ 1 A a 4 Po 
el ='3 -I' le -1) '-'O 
2 rr4 
, 
o 
La f lec h a e n e I p u n t o ( a I 2 , b I 2 ) e s : 
p 
o 
i) 
eS decir: 
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\ / 
'\ - \ / 
W ( ~ b) 
2 "2 
11. \./ 
{ 1 -'2 )/ -A } = 1 -Z,e ~J~e} 
, \ 
con A= 'lT,b 
a 
• ~ • a .. 
ft '+ • O 
eje 
o 
"U 
d 
>. 
o 
a. 
d 
e.l 
-o 
'-
o 
.o 
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EJERCICIO E 4.5 
La losa rectangular, figura E4.5a, simplemente ap~ 
yroa en dos de sus bordes y 1 ibre en los otros, se discretiza-
mediante una estructura emparrillado plano, cuyas barras y nu-
da; se indican en la figura E4.5b. 
SE PIDE: 
1) Indicar las condiciones de sustentación (coacciones al mo-
v in i e n t o ) q u e d e be n i m pon e r s e e n 1 .0 s n u d o s del o s b o r d e s, re fe 
r~os a los ejes locales de barra. 
2) Si se disponen en lus"nudos del ap0yo 1-2-3-4-5-6 de. la fi 
.gura E4.5b las dos coacciones siguientes: Giro según el eje -
A Y desplazamiento vertical según el eje Z, se obtienen las 
reac_lones: Fuerza vertical R. y momento G. en cada nudo-
I I 
• Se desea determinar aproximadamente la reacción vertical--
unitaria existente en el nudo 3 de la losa continua en fun-
c~i ·ó n del o s r e s u Ita d o s R i Y G 1 del e m par r i ¡la d o o e 1 e m e n t o s -
finitos. Las respuestas se razonarán debidamente. 
de GZ apoyo eje apoyo 
I I 
. 
I borde libre I 
ro ta-t0-t0+a+0-i ~ 
-.-
o 
--f2 "U 
d L >-
--P-o 
a. 
d L3 
3 T e.l 
"U 
-+ '-o .o L¡ ~
borde libre 
FIn F ¿ "n _ Fe. trllrtllrn rnntinllfl 
6 12 lí) 2!. 30 36 42 
5~--+---~---+----~--+---~41 
4 L,O 
3 39 
2 38 
7 13 19 25 31 37 
Y t 
z 0 .. 
e j<zs de barra x 
Flg. E4.5b.- Estryctura discreta 
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11 A los ntidos 1-2-3-4-5-6, 37-38-39-40-41-41 se les imponen 
las coacciones al desplazamiento vertical según Z y al giro 
según X. 
A los nudos 7-13-19-25-31, 12-18-24~30-36 no se -
les coaccionan. 
2) a} Se consideran la fórmula previa siguiente,en la que se-
tiene en cuenta una distribución 1 inea1. 
r- Q;b~ ~ a.b . ~ -- ----<; 
3 
. . 
I I , 
, 
1 - I P2 ..... I 
-P1 (G+bl: ........... Pz(a+l)l 
P¡ 2 i ~ -...... P 2 
--...... 
-
-...... 
O ~a x ~ ~+. b 
Fig. El,. 5 e 
En 1 a figura E4.5c se conocen a, b y P y se trata-
de determinar p 1 Y ~2· 
. ) a+b (Pl+ P2 .-Z- = p 
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= a+b (b-~) P2 -Z 3 
P 1 = 
2(2b-a) 
• p 
(a'fb)2 ,,~"-_. 
P2 = 
2(2a-b) 
• p 
{a+b)2 '&-"-'-'" {E4.5a} 
b) Teniendo en cuen~a ahora el caso planteado se tiene la 
figura E4.5d: 
Fig. E4.5d 
Sólo se considera e 1 resultado G2 y Q2 en el nudo 2. 
Aplicando E4.5a se obtiene, con ej e x , origen en e 1 nudo 2. 
qZ- q l 
• (x +a) , 
4t 2 l 2-l 1) 
·Q2 
4(2l 1- l 2) 
qx = q 1 + q 1 = (L 1+L 2 ) qz = ·Q2 a+b (l +l )2 1 2 
+ 
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El cortante debido al torsor es ~ 9 es por iden-ox 
tico razonamiento: 
9 = { 
y: 
r =q +gJ!.= 
x x ax 
4(2L 2 -L 1) 
(L 1+L 2 )2 
+ 
En particular para 
r 
x 
r = 
x 
r 
x 
"1 • Q 2 l2 L 2 - L 1 ) 
lLl+L2)2 
4·QZ(2L 1-L 2 ) 
(L 1+L 2 )2 
+ 
+ 
8·QZ(L~+L~-Ll·L2) 
(Ll+LZ)2 
x = 
La reacción total es: 
y se obtiene: 
para 
para 
para x~ O 
cJS¡ se quieren tener en cuenta los nudos ¿antiguas se con,i 
de r a r á' 1 a i n ter po 1 a ció n 1 i n ea 1 {E 4. 5 a }, s e p u e de ha i la r e 1 va --
lar de p en el origen (x=O): 
p Ca 1 = 
Pl .b+P 2 • a 
a+b 
- 87 -
4(a 2 tb 2 -a.b} 
(a+b)3 
Si se tienen en cuenta ahora tres nudos consecuti-
ca la fórmula anterior a cada uno de los tramos se obtiene: 
8 (l 2 + l2 ,-, Lo ·l11 
. O 1 Ql ql = . para x = -ll (absoluto) 
(LO + L ) 3 1 
( 2 2 L 1 ·L 2 ) 8 ,L 1 + L2 -
q2 = . Q2 
(L.·+ ,L 2) 3 1 . 
para x = O 
8(l2 + l2 
2 3 para 
Interpolando paraból icomente se deduce: 
con: 
a = 
S = 
q = a.x2 + S.x + y 
x 
(q 1 - q2),L 2 + (q 3 -
L 1·l 2 ·(L 1 + L2 ) 
-(q 
- q2) ,lí + (q 3 -1 
L1 ·1.. 2 o(L 1 + L2 ) 
Particularizando se obtiene: 
q2)·ll 
Q2)·Lt 
(absoluto) 
(absoiuto) 
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A n a 1 o 9 a m e n te c. o n - 1 Q S t 'H S o r e s s e· t ¡en e : 
con: 
ex l = {gl - 9 2 ).1. 2 + (9 3 - 9 2 J·l 1 
ll·l2· (ll+l2) 
13 1 = -(9 1 - 92)·l~ + (93 - 9 2 )·l: 
9 = 2 
Lj • L 2 • ( l 1 + l 2) 
para 
para 
pa rá 
II 
x=--2 
x=O 
L / 
-2 
x=---2 
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Resulta, la reacción de Kirchoff: 
r = q + ~ 
x . x ax 
es decir: r = a.x2 + (S + 2a l ).x + y + SI 
X 
Particular.izando se tiene: 
r . 
x2 
r x23 
la reacción to·tal 
R2 = Q .'-2 
·con: 
es: 
II + l2 
+ 4 
9 -( 2 
Ll 
+ 
~q3 - Q2)' (-q + 2.Lf·L2 + Ll·L~) 
48.L 1 ·L 2 
9 1 :3 -+ L 2 
para x = 
pa ra x = O 
pa ra 
9 2 ) 
+ 
En 1 a aproximación usual 
G1 8 (L 2 1 + 9 1 = ~ 9 2 ( L 1 
Además Q* ~ Q 2 2 
La reacción total es: 
(L 1 + L2 ) 
R2 = Q2 + --~---~-
4 
En el caso particular 
ql + 22·q2 + q2 
Q1c = 24 -2 
L 2 2 
+ 
L1 
. 
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en que: LO ~ L 1 Y L3 = L 2 , resulta: 
- L 1 ·L 2 ) ~ G2 . 9 3 = L ) 3 L 2 2 
= L 2 = L 
L ~ Q2 = Q2· L 
d} Otra técnica más adecuada es adoptar una variación parabóll 
ca para 9 : 
e 
9 = Q.x 2 + S.x + y 
y las condiciones son: (fi9ura E4.5e) 
rLO--t- L¡ -i- l2 --r- l3 --! 
® . ro ~ ® ® 
r 
I 
Flg. E4. 5 f: 
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fl¡ /z =x l ¡lZ/Z = Xz ¡lZ+l3/2 = x 3 
. g.dx = G1 g.dx = G2 Y g.dx = G3 L 
. o 
-L /2 L2/2 -{L l +2") o X o = xl = x 2 1 
permiten determinar a, (3 y y 
x 3 x 3 X2 2 a = Xo Xl - Xo 1" Gl 1 o 1 
x 3 - x 3 X2 - xl x 2 - xl 
(3 G1 2 1 2 2" 
x 3 - X 3 2 - X 2 X 1 - X2 -:t G3 3 2 x 3 
s i se llama X .. = x. x. se tiene: -
I J I J 
~X¡ X2 II a = G 1 IX 1 O + xl· Xo + xl + ,~ O "3 O 
l:: 
+ x 2 ·x l + Xl X2 . + 
(3 G2 /X 2l 1 xl 2" 
+ x 3o x 2 + X2 x 3 + x 2 y G3 /X 32 2 
.J 
x2. x2 xl (x 2 . x ) al = G2 G 1 - + x2 - x 3" X21 X10 2 O 0_ .Q 
X2 X2 X z (x 3 xl) B 
G3 G2 
- + - x 3 - xl X32 - ~ 3 2 2 
3 [ -x:o G2 G 1 1 G3 G2 1 a = (~ -) +- (x-- -) X30 -X 21 X10 X3l 32 X2l 
2 [ - x3 + x 2 + xl GZ G 1 X z + xl + X o ·G GZ J 8 = --~ (-- -) + (_3_ - _. -) Xz 1 X20 X21 X10 X31 X32 X2l .. 
La ley de cortantes: 
= o.g = 
a.x 
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2.a..x + {3 
y el cort~nte concentrado es: 
Como casos particulares sé tiene: 
a} Figura E4.5f 
r L -+ L ~I' L 
© CD (?) 
I I I 
~ Xo r-xl yxz-1 )1'," 
Fig. El,. 5 f 
~14 L--t 
@ © 
-f 
X3~ 
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[- 3 G2 G1 3 G3 QT í. L -2 • L 2" • L = D (- -) --~ (-2. L L L L 
1 [ -G 2 + - G 31 G3 -QT = -2.L G1 + G2 2.L 
b) Figura E4.5g 
r-- L 1 ---¡-¡r--. - L 1 -+ Lz-+ Lz-4 -
® CD Q) Q) @ 
I I 
[ _ 4.L 2 - L 1 2.G 2 
i(L') + 39 lL 1 + L2 
2 
- t 2',G 2 1 (.:.i.l.... - ) 
• 2.L 2 I 1 + L2 
G2 ] 
- r-) 
G 1 
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E J E R e I e I o E_ 5 • 1 
Se considera un placa circular de radio R y rigl 
dez D) apoyada a 10 largo de su contorno,de la figura E5.1d 
Esta placa está sometida a una sol icitación de flexión con si 
metría de revolución. Se adoptan como grados de 1 ibertad de -
e~a estructura, en términos de movimientos, el giro en un pu~ 
to del borde y en términos de fuerzas, el momento f1ector. Se 
pide: 
a} La matriz de rigidez. 
b) La .solucióh inici&' (momentos de ~mpotramtentos rígido) ~ 
bajo la acción de una carga vertical uniforme de intensidad p. 
e) Idéntica cuestión al apartado anterior, pero con una carga 
conc~ntrada en el centro de la placa, de valor P 
A 
+-. 
Flg. ES. 1 a 
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a) El procedimiento de análisis es típico. Se eligen coorde-
nadas polares (r,er figura ES.l~. 
r 
F¡g. ES.Jb 
La ecuaci6n diferencial homog&nea de la placa es: 
d ?7).w = O { E S • 1 aJ 
las ~ondiciones de contorno cinematicas (esencIales) son: 
y {ES.lb} 
Las condiciones de contorno estáticas (naturales) son: 
- b [.9..... d r r 
{ES.lc} 
La solución general de{ES.la les: 
.... , = r 2 • (L r - 1 1 . e 1 + r 2 • e 2 + Lf. e 3 + 4 {~5.ld } 
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con L = logaritmo natural y el ' e2 ' e3 y e4 constantes -
arbitrarias, 
Las derivadas sucesivas de w son: 
dw ( 1 
= r 2. L r - 1). el + 2 r • e 2 +¡:-, ~ 3 
dr 
y los esfuerzos son: 
Mr = o{ 2(1 + v).Lr + (1 - V)} • el + 2(1 + v).e 2 -
{E5.1e~ 
= 4.0 e Qr - ¡::-. 1 E 5. 1 f 
Las condiciones cinemáticas son: 
Pa ra O dw O Qr O r = dr = y = 
Para R O dw 1/1 1 r = w = y d- r = 
resultando 
y el = O 
R (2 L R -1). el + 2 R • e 2 = 1/1 1 
por 10 tanto 
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El momento flector M en el borde r = Res: 
r 
se obtiene así: 
E5. 1 9 
es decir Mr1 = k.~l siendo k la rigidez pedida, cuya eK~ 
presión es: 
k = D(l + ,,) = E.h 3 R 12 ( 1'-'-_---:"""1"') -;~R 
b ) En es te caso, 1 a e c ti a c ión d i f e r e n c i a 1 es: 
d 
- ). w = p dr 
que tiene una solución particular del tipo 
La solución general es: 
con 
w = 'w + w· Oc. 
dada por {E5.1d} 
Las condiciones de contorno son: 
Para r = O dw crr = O o 
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Para r= R w = O 
con lo que resulta Ct = C3 = O 
obteniéndose como solución 
El momento de empotramiento rígido se deduce a pa~ 
tir de {ES.le}, resultando: 
{E5.1h} 
Existe otra posibi lidad ~e resolución de este apa~ 
tado, m§s estructural, que consis~e en considerar cualquier-
s o l u lo: ión par tic u 1 a r (¡j = (¡j O ' q u e ~ a t i s f a c e e l e t:¡ u i l i b r i o p'e -
ro no la compatibilidad y mediante la rigidez obtenid? en 
{E 5 • t g }, de d u c i r 1 a s o l u c ión ¡ni c ¡al c o m os e hace en el c § 1 C:J-
10 de vigas. 
En efecto: 
Wo = 
_p.r4' 
+ 
p • Rl¡ (que es (¡jO = O pa ra r = R) 
64.D 64.D 
a I R3 el giro e 1 borde o ~:O p. en es ,1/Jt = = -~ 
r = R 16. D 
El giro en el borde para un momento r~partido G es: 
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R 
• G D(l + vJ 
La compatibil idad de giros (movimientos verticales 
ya se cumplen) en el borde r = R , cond-uce a la ecuación si-
guiente: 
es decir: 
0(1 + v) 
R . ~6~~ = Pl~2.(1+ v) 
el mordento de empotramiento rígido es entonces: 
d 2 .W O ~-L = 
d r r = R 
_. D. R 2 D .( _ 3. p. R 2 _ V. P • R 2) = -~6 .(l+v)+. 6 ~6'----1 . 1 • D' 1. D 
c) Se resuelve este caso de modo análogo, según 
dimientos ya descritos: 
Directamente se obtiene: 
los dos proce':' 
Ecuación {ES. la} homogénea y las condiciones de bor 
de: 
Para r = O dw 
"d'"r o 
Pa ra r = R úl = O 
y 
y 
2.7T.r.Q 
r 
dw 
'd"r = O 
-P 
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resultando: 
P = -8.'IT •. D.e 1 
R ..( L R" - 1). c 1 + R • C 2 + e 4 O R(2LR ... - 1) .e 1 + 2R,C 2 = o 
y la solución es: 
p.R 2 (1_P2+ 2 ) w= -f6.'IT.b 2.P .L.P con r p= R 
y el momento de empotramiento rígido se deduce de-
{E5.1e}, obteniéndose: 
~O 
Hr; = -4~'IT 
La otra posibilidad, mt:s conveniente, es usar supe.':. 
posición. Una solución particular es: 
'vi = - P • r 2 (Lr - 1) O 8.'IT.D 
que constituye la solución homogénea, con la condición de 
equilibrio con la carga exterior concentrada 
El ángulo en r =- Res: 
t,jI0 = _ ' p ., 
• R. (2.LR - 1) 
1 8.'IT.D 
- P 2 .R.Qr-
Por otra parte, el producido por el momento G es: 
t,jI~ = ~ • G 
la compatibilidad de giros implica: 
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es decir: 
G = D(l + v) P --=---R"""""";'.,.w • 8 • R (2 • L i< 
.'1T.D - 1) = P(l + v}. (2.LR 8R 
El momento de empotramiento rígido es entonces: 
= 
- 1) 
P(l + v) P ~- 8' '1T • (2 • L ~ .. - 1) - D. 8 . { 2 (1 + v). L ¡{ + (1 - V)} = 
.'1T.O 
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EJERCICIO E5.2 
D~terminar la matriz de rigidez de una placa de la 
figura E5.2a circular de radio R y rigidez O sometida a 
sol ¡citaciones de flexión con simetría de revolución. Se con 
sideraran: 
a) 2 grados de 1 ibertad representados en movimientos por el-
desplazamiento y giro en los puntos del bord~ (se supone fi-
jo el centro de la placa). 
b) 3 grados de 1 ibertad correspondientes a las dos 3nteriores 
y al movimiento vertical en el centro de la placa. 
/ ::::~:::::====----::: 
Flg. ES.2a 
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Flg. E5.2 b 
La ecuación diferencial homogénea de la placa es~ 
( d 
dr 
con las condiciones de contorno 
para r = O w = O y 
tante concentrado en el centro) 
p'ilra r = R 
Es decir: 
y 
R 2 
W1 
= .( L . R - 1). c 1 + C 2 
la solución es: 
c e -2 = = 1 
2 
) •. W = O' 
dw 
dr 
c· = () 
3 
l/J1 
R 
o (ahora existe un cor 
= {2.L R - n. c1 + 2C 2 
W1 G- J d 
R 2 -d -
C2 2L ,R-1 - (L- R'~1) 
l/J1 
R 
Por otra parte, las condiciones estáticas son: 
4.D 
- - • el 
R 
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= -D (2(1 + v).L R + (1 - v)).e 1 + 2(1 + v).e 2 
Por 10 tanto: 
.e. = IROQrl = D -4 O le 1 
L M r 1 2 ( 1 + v) • L R + ( 1 - v) 2 ( 1 + v) LC 2 
.J 
La matri~ de rigidez es, entonces: 
-1 
.e. = G . G" . d = k . d 
-p .::.cJ 
- -
con 
k = D -4 O -2 
2(1 + v).L R + (1 - v) 2(1 + v) 2L R-l 
o bien: 
k = D 8 -4 
-:4 3 + v 
= G . C 
-p -
- 1 
-(L R-1) 
En función de las acciones no homogeneizadas se tie 
ne la matriz de rigidez: 
.e. I = k l • di 
con Qr1l ..e. I = di = w1 
M 1 J rl 1/1 1 
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k' O 8 4 = 
1\3 R2 
4 3+v 
R2 R 
b) Ahora 1 a s condiciones de apoyo son: 
para r = O W = Wo y 
dw 
crr = O 
para r = R w = dw W1 w1 Y dr = 
se obtiene C = O C4 = 00 0 3 
W1 
R= t2.L R - 1),C 1 + 2,C 2 
S is tema cuya solución as: 
wa _ i 
C = C 1 = -2 -2 az- = G • d -d 
-. 
C2 -2.L R+l 2.L R-l -L R+l 
wl 
? 
C4 O O 
0/1 
R2 
. R 2 
Las cargas son: 
E. = QrO = D i..4 O O C 1 = G C ~p 
Qr 1 -4 O O C2 
M 2 ( 1 +v) . L R+(l-v) -2(1+v) ·0 C4 
r 1 
R2 
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f~rzos cortantes por unidad de longitud de secci6n. Se com-
prende que [ro es finito, pero no asi QrO. 
El iminando e resulta 
J?. = k d 
siendo k = G Gd 
-p 
es decir 
k = 8 -8 4 
-8 8 -4 
4 -4 3+v 
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EJERCICIO E5.3 
La placa circular de la figura E5.3a de radio R 
espesor h, m6dulo de elasticidad E y coeficiente de Poisson 
V se encuentra sometida, a 10 largo de la circunferencia de 
borde, a una carga vertical de valor p por unidad de 10ng1 
tud, tal como se indica en1a figura. La sustentaci6n es un-
cable de acero de m6dulo de elasticidad E , área Q y--
a 
longitud L. Se desea conccer el valor de la flecha máxima. 
Los datos numéricos son: 
R = 6 m h = 0,25 m E = 3.10 5 kg/cm 2 \) = 0,20 
p = 1 , O t/m E = 2,0 . 10 6 kg/cm 2 n = 20 cm 2 
a 
L = 1 , O m 
- 108 -
/'/ / 
/' / 
,. -f!p :<1:J.8/' :.- - - ---- --:-- ",/ __ o ~ 
./ --Z _--
Tenierido en cuenta la figura E5.3b se tiene: 
y por 10 tanto: 
\4 1 (p) = 
e . p 
o 
Z-
W"(p) 
e 
o 
= 2. L P 
WII1 (p) 
e 
+...2. 
2 
el 
+ z·p 
Si se imponen las condiciones de cont~rno se tiene: 
c 
o 
"'2 
L P 
1 
p 
Para p = O WI (p) -- O luego: 
l/p 
_1/p2 
C2 
+ _. - = O 
P 
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Por' otra parte: 
2.rr.p.q = X siendo X la tensión del cable p 
1 dw 
p·dP. 
1 
-2.rr. p .D.C O p = X X 2.rr.0 
Como la carga es del tipo Z = Z(p) 
y la reacción de Kirchoff es qp: 
entonces 
para p = R q = -D,CO.t = r-I Co D :.y] 
m = O pe 
- O [W II ( p) *.W 1 (p) ] Co Co C 1 Co mpp = + = -O 2· L p + 11 + - + V(Z·L P -2 
Ca Cl 
- 4+ -) 2 
para p = R 
m (R) pp + V)] = O 
LR. ~ (1 + v) = 
p.R 
'4.D' • (1 - v) + 
p.R 
2.0 .(1 + V) • .LR 
C 1 = 
O 
[LR + - v 1 
2(1 + v) 
p.R 
y la tensión en el cable (X) es: 
x 
2.7f.D 
= ~.R 
O 
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de donde x = 2.1T.R.p 
resultado que es inmédiato considerando la f¡gu~a E5.3c 
x 
l· R -1 
Flg. E 5. 3c 
La ley de flechas q 1leda por tanto como sigue: 
acemás tiene que ciJmp 1 irse que: 
luego: 
w (R) 
X. L 
E .n 
a 
w(o) se tiene 
2.7f.R.p,L 
E·· • Q 
a 
X.L 
E • ~1 
a 
La flecha máxima se produce para p = R Y es: 
LR p.R 3 1-\) 
+ ~. 2 (1+\)) 
( ) r R2 (1+ 1 -\)\ 2.7f. L 1 
\'J R p.R l4.D 2+2\)1 + E .n 
a 
2.7f.R.p.L + ..... . .... -
E • n 
a 
w .. 
max 
w .. 
max 
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w (R) + \) + 
+ \) 
= 1-6,,( 36.12~O,96,_ 
. .8 • 3 . 1 O 6 ~. O , 2 5 3 
L1. + . 2.rr.1 ) 
1,2 2~107~20!10-4 
6. ( 1 8. O , 96 
2,5 3 .10 3 
~ + IT) 
12 20.10 3 
= 1,86 cm 
p=R 
0,0186 m 
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EJERCICIO E5.4 
La placa circular de la figura E5.4a simplemente -
apoyada en todo su contorno, tiene radio R, canto h, mó-
dulo de elasticidad E y coeficiente de Poisson v. 
Dicha placa está sometida en la mitad de su contar 
no a un momento uniformemente repartido de valor 2.R 3 /15 m.t/m. 
SE PIDE: Hallar el valor de la flecha en ~l centro 
de la placa. 
I 
I 
I 
I 
I 
+--- _. 
I 
I 
I 
-.5ECCION A -A 
Fig. ES.4a 
En la figura E5.4b se indican los esfuerzos en un 
elemento diferencial. 
---
--'---
Flg. ES.4 b 
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El problema propuesto se puede resolver descompo-
niendolo en dos estados como se indica en la figura E5.4c. 
R3 /15 R3/15 R3/15 
Á' " ,en' ':i!~~' "~ m m u, 'i! 1~' '~' lO m 22Z ~ 
( O) (1) ( 2) 
Flg. ES. 4 e 
:"a flecha correspondiente al estado (1) de la fig~ 
ra E5.4c es cero por antimetría. 
La expresión de la flecha en el estado (2) es: 
Como Z(p) = o: 
,; (p) 
W I (p) 
e .. eo e, e2 :0 2 (L 1)' . . 
= 2" p ~ p - + 4' p + '2-. p + P 
w"(p) C.a ca 
= "2' Lp + 2' 
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d [ E a L e2 ea el ea Ca el e2 ] qp = -D - 2 • P - - + '4 + 2 + 2,Lp 7f + ~ + 'dp p2 2 p2 
ea 
= -D -
'p 
Imponiendo las condiciones de contorno se tiene: 
w l = a 
p = o 
qp = o 
= -2(1-v).R 5 
e2 = o mp 
p = R 
<o .. ~ = o w 
R3 e3 =- 30.D.(1 + V} 
el 
v) =:; 
-D'2,(1 1- = 
e ' 
1 2 e3 o = 4'P + = 
El valor de la flecha en el centro dela placa -
w1p=O es; 
w(O) = -2.(1 - v) .R 5 
.-
R3 
-15 
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EJERCICIO E6.1 
En la placa de la figura E6.1a, que es un ex~gono 
regular empotrado en todo su contorno, determinar el momento 
de rotura que produce una carga uniforme de 2 t/m~. 
Se supone que la relación entre momentos negativos 
y positivos es de 2. 
El momento positivo es el que produce tracciones -
en la cara inferior de la placa. 
1-6.00--1 
Flg. E6. la 
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Se suponen las líneas de rotura de la figura E6.1b, 
y se llama m al momento de rotura positivo y mi 
to de rotura negativo. 
Flg. E6. 1 b 
Aplicando trabajos virtuales se tiene: 
ml .6 + m.6 6 2 6./31 = p'1l".I3·-2-· J 
mi + m = p.f 11 
Si: 
mi = 2.m 
m = 
36 24' p = 1,50.p 
m=1,50.p 
al momen'": 
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EJERCICIO E6.2 
1) En la placa de la figura E6.2a se pide determi-
nar la carga uniforme.p que produce la rotura, supuesta la 
placa armada is6tropa y con un momento de rotura positivo (-
tracciones cara inferior) m = 4 m.t/m y un momento de rotu-
ra negativo m-= 6 m.t/m • 
2) Supuesta la placa anterior apoyada simplemente en 
todo su contorno y cargada uniformemente con 2 t/m 2 , se pide 
el máximo momento flector con u~ error menor del 10%, cal 
culado según la teoría elástica. 
o 
o 
-.i / 
1 
El coeficiente de Poisson vale 0,20 
borde libre 
7777777 borde apoyado 
X:XXXX5VZ borde empotrado 
t--- 6.00 -1 
Fig. E6.2a 
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T 
4.00 
,1 
1-- 6.00--1 
Flg. E 6.2 b 
SegGn los datos del enunciado se tiene: 
m = 4.~1 m 3 mi = m 
ml = 6 • .T..:..!. 2' 
m 
Como en el borde libre aparecen fuerzas nodales -
se aplica el método de los trabajos virtuales. 
Flg. E6. 2c 
considerando la figura E6.2c se tiene: 
-W int = m.4.Q~. 
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pero hay que considerarlo 2 veces debido a las porciones CD 
y G) de la figura E6.2b. 
Considerando la figura E6.2d se tiene: 
Wext = 2.~".lJ.x'i>'O; + {6';;2x).4.p.Q~ 
-W. 
, In t = (m.6 + I 6) OW m, ,j," 
·f 
6 3 ) ow 
= {6.m + '2.m.~ = OW 15. m,-¡¡-
como se ha de cump 1 ir que: 
W + W. = O 
ex t I n,t 
se tiene que: 
2 . 2· 3·p·x.ol¡J 
4 ' ", , 
+ J'P.x.Sw + 12,p.6~ 
+ 15 4m. ow 
8 3'P.x - 4.p.x + 12.p = a.m + 15.m 
x ~ 
- 4.p.x.ow = 2. 4 . m.ow 
x 
144.x - 16.x 2 
m = p. 96 + 45.x 
+ 
dm 
= O dm dx 
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= <p. (144 - 32.x). (96 + 45.x) - (144 - 16.x2) .45 = O 
(4S.x +96)2 
15.x2 + 64.x - 288 = O x = -32±!32
2 +Y15 0 288 
15· 
En ese caso y, como m = 4.~ 
m 
96 + 45.x 
p = m.--~----~----
144.x- 16.x 2 
= 4. 96 ~ 45 + 2,74 
(144 - 16-2,74) .2,74 
= 3,196 t/m 2 
E= 3. 196 t/~2 
2.- Tomando un s610 t~rm¡no del de5~rrollo de Fourier en la 
solución de Navier se garantiza que el error es nlenor del -
10%. 
o 
4 7f.x 2 
] 4 cos --¡¡-- = -7f 
Z 1 1 
W 11 = 
[7f 2 7f 2 ] 2 D Tb+ lb 
8 
6.4 
4""' 
. 
7f2 
= 
.( ~en 
JO 
2 2 3 ~c, , = 
7f2 
32/7f2 
= 
4+9 D.7fI.¡. 9:Tb 
32.9 2 .16 2 
13 2 .7f 6 .D 
O 
7f,X 1 ] 
cOS-r--
o 6 
4 
= 
D 
- '2' -
w 4 
7f2- 7f.x, 7f.x 2 -7f 2 TI.X, TI. x 2 
= -D·36·sen~.sen~ = 97D.sen~.sen~ , , , 
w 4 TI
2 TI.X, 7f. x 2 _7f2 TI.x, TI.x 2 
= -D·Tb·sen~.sen~ = ~.sen~.~en~ 
,22 
W 
4 TI TI TI.x,. TI.x 2 TI 2 TI,x l TI.x 2 
= D·6·4·cos~.cos~ ~.cos~.cos~ 
, 1 2 
mIl = -D (w + V.W 22) , 1 1 , 
n1 22 = -D (w + v.W 11) 
,22 , 
mIl = - O ( 1 - V ~ • W , 1 2 
{x 1 = 3 TI 2 TI 2 máximo mil (m 11 )máx - - + 0,20'1f = 1 ,59 m.t/m 9 x 2 = 2 
{ xl = 3 7f2 7f2 máximo 
m22 x· 
(m 22 ) .. = '4 + 0,20'9 = 2,68 m.t/m 2 max = 2 
{ XI = O x, = 6 TI 2 máximo • {m 12)máx -0,8' r m12 = 
x 2 = O Xl = 4 
MAXIMO MOMENTO FLECTOR: 
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EJERCICIO E6.3 
La p 1 a c a e x á 9 o n o re 9 u 1 a r del a f i 9 u r a E 6 • 3 a , es,:-
tá sometida a una carga uniforme de intensidad p. El momen 
to de rotura positivo es m y el negativo mi. 
SE PIDE: 
1).- Razonar la figura de rotura y plantear el mé-
todo de cálculo de la carga de rotura. 
2).- Determinar la carga de rotura p en los dos-
casos siguientes: 
- Empotramiento'en todos los bordes del con -
torno. 
- Apoyo simple en todos los bordes del contor 
no. 
Se supone el lado del exágono de 6 m, m = 2 m;t/m 
y mi = 4 m.t/m 
//////'apoyo 
XXX/XX empotramiento 
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I·:~~ 
Flg. E6 . .J b 
Considerando la fi~ure E6.3b se tiene: 
mi = 2.m ; R = L = 6,00 
fi . R.-i = 3./3 
b=a-x=3.I3-x 
bl= b.cos600= 3./3 _ x 
2 2 
h = a - b I = 3.13 - 3 i 13 + x 2 3.13 x ; 1, = + 2' 2 = 3.13 + 
x 
-2~ 
'2 
13 I-d = b.sen 60°= 2." • (3. 3 x) 9 13 . d = 9 - 13 = 
'2 - Z·x t '2 2' x 
Efectua.ndo el equilibrio del triángulo CD de la-
figura E6.Jb se tien~: 
6.m . . , 6.m 
Efectuando el equilibrio del triángulo ® de la-
figura E6.3b se tiene: 
- 124 -
6.m + 6.m l = 2.-}.(3-d).h.p.T + 2.d.h.p.~ 
P;h 2 • (3-d+3d) f?3 h2 • (3+2.d) 
18.m = t.t. (3~n +X)2. (3 +9 -/3.x) = ~2' (3./3 + x)2. (12-I3.x) = 
18.m {E6.3b} 
Igualando los momentos m obtenidos en {E6.3a} y 
(E6.3b} queda: 
¡-;:;-,3 4 -2 4 ro::- ~ ~3.x + 2.x -5.v3.x - lL.27 = O 
Haciendo el cambio u,= l3.x la ecuación se trans-
forma en: 
13. 3 .13.. u 3 + 42.- 3 • U 2 - - 45. 3 . u - 1 2 • 27 = O 
9.15.u - 9.36 = O 
.1 u 3 + 1 4 • U 2 . - 1 5 • u - 3 6 ~ O 
14 
2 2 
1 6 
·;15 
32 
1 7 
-36 
34 
1 4 
3 
1 7 
-15 -36 
51 108 
36 
Se observa que 
3 , pero más cerca de 
la raíz de la ecuación está entre 
y 2' , 2 < uo -< 3. 
2 
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Por tanto 2.13 < Xo < 3.13 . Es decir, la forma 
de rotura es la representada en la figura E6.3b 
2a).- Caso de empotramiento en todos los bordes: 
Flg. ES.3 e 
Teniendo en cuenta la figura E6.3c se tiene: 
a = 3.13 6.m+6.m ' 
·0 
18.m = p.a 2 = p.9.3 = 27.p 18 p = 27" m 
36 
p = 27 = 
4.9 
3.9 
4 
P . = -3 t/m 2 empotram:ento 
2b).- Apoyo simple en todos los bordes 
como m = 2 
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Flg.E6.3d 
6.m p.a 2 27.p 6 1 2 4.3 4 t/m 2 = = p = 27,m 27 = 9.3 = -9 
p. 4 t.'m 2 = apoyo simple 9 
Se observa que: 
bién 
P • = 3.P . 1 empotramiento apoyo slmp e 
En el caso de empotramiento-apoyo: 
6.m 12 
= 
1 2 
> 
1 2 1 > 
(2./3)2 
:> P 
e-a 
4 
9 
más 
y p está más cercana de 1t/m 2 , luego tam-
e-a 
cerca de 4 Pempotramiento= 3 = 1,33 tim 2 
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EJERCICIO E6.4 
Determinar la forma y el momento m de rotura de 
las losas is6tropas de la figura E6.4a, sometidas a una -
carga uniforme p = 2 t.m- 2 • 
Si m es el momento de rotura positivo en la losa, 
los momentos de empotramiento (negativos) son, en valor abso 
luto, km, k1m , k2m y k3m , según el caso. 
a = 12 m. 
2 
I~ Q~ 
bl 
Fig. E6." Q 
- 128 -
Flg. E6.4 b' 
Si se considera la figura E6.4b se puede ?oner: 
apl icando trabajo~ virtuales: 
ow, 6\'1 ow 
m. h 2' -, -L-' + k. m. a • ~ + m. h 1 '""'"'L'" = 
2 2 1 
Llamando u a: 
h' h~ ka ka 2 1 a 2-.+ u = ~ + - + = - + -73 L2 S L1 L2 r;- = 
= a .n: 
2 
m .:; 
a(k+1) a 
- + a.I3_ L L1 
2 1 
Para hallar los valores estacionarios: 
pero se pueden hallar igualmente para: 
du 
= O d L 1 
a -
2 
73 
a 
--
+ a.(k+1) =0 
( a. \l3 _ L )2 
-2- 1 
a .13 
= 2 
a ./3 
2. (1+1k+f) 
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a.13 _ L = 
~ 1 
u = 
2. ( 1 +1iZ+1 ) 
13 
+ 2. (k+l). (1+1k+1) 2 2 1 (/kfl + (k+l) + 
Ik+ 1 .13 - 73 = 73' Ik+ 1 
+ (k+1). (l+/k+l) - Ik+l) 
u = 
2 
• (k+l) • (2+1k+1, = 
2 ./kIT. (2+1k+1) 
m = 
b) 
2 
.1'k+1 . (2+1k+i ) ; 
If 
m = 
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Considerando la figura E6.4c se tiene: 
. , . 
por equi"l ibrio: 
An§logamente par~ lbs dem~s tri~ngu10s, con 10 que 
queda: 
L2 L2 p 1 p 2 
b . 1 +k 1 = b . ] +k2 = 
con esto: 
L a.13 
1 = ~
m = 
p.a 
"'lr""' 
L2 L 1 p 3 
b . 1+k3 -- = fl+k 1 
L2 L3 
= 
1T+k2 11+k3. 
~ 
--:;...+1= a ./3 2 
11+k3 
L~ 
I 
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EJERCICIO E6.5 
En la placa rectangular de la figura E6.5a sim-
plemente apoyada en todo su contorno, y con armaduras cruza 
das de doble cuantía en la dirección oy que en la ox,-
hallar la forma y momentos de rotura cuando una carga uni--
formemente repartida ,q = 500 kp/m 2 actúa sobre la plac~. 
o 
o 
C"'i 
_L 
rr77~~7/~T7~~~~ 5.00--1 
Fig. E6,5a 
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Siendo $ el que se indica en la figura E6.5a se 
transforma la placa dada en una afín con momento de rotura-
uniforme teni¡ndos~: 
1 1 
-=-=/2 
14) V! 
Se multiplica la longitud según ox por A 
5,00 • If = 7,07 ni 
y queda la figura E6.5b 
._-- 7. 0'1 ---
Fig. E6.5 b 
Aplicando equilibrio a los trozos ® y @ de la 
figura E6.5b se tiene: 
® 
3 m = x ,3.x,q.-
2 y 
x 3' 
7,07 m = "2 '2 . 
7,07 m = t.q,x + i. (7,07-2x) ,C¡ 
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Igualando los dos momentos de cada porción ® y 
® se tiene: 
3 9 1¡.q.x + S. (7,07-2.x).q 
2 
7,07.T-= 3 9 2· x + 4. (7,07 -2.x) 
9 7;.7,07 -3.x 
7,07.X2~+ 9.x - 6,75.7,07 = O x = -9±Y 31+4.6,75.7,07 2 
2.7,07 
= 2,038 
Sustituyendo en {E6.5a} con q = 0,5 t/m 
t.m 
ro 
resulta: 
En la losa inicial y según se ve en la figura E6.5c 
se tiene: 
y 
t--
myy 
x 
Fig. E 6.5 e 
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m = m = 0,347 m. t yy m 
m = O,S.m = 0,1735 m.t 
xx -m 
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EJERCICIO E6.6 
Hallar la forma y momento de rotura en la placa -
¡sótropa de la figura E6.6a cargada con una sobrecarga uni 
forme de intensidad p • 
t 
a 
"2 
e 
puntuc.1 ._-~ 
a 2-
1 ____ -L __ ,. .. 
·1 
///// Simple; apoyo 
Fig. E6.6 a 
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Se tantean dos formas de rotura, las de l~s figu-
ras E6.6b y E6.6c. 
W 
ext 
a 
1-
./ 
a 
Fig. E 6.6 b 
Si se considera la figura E6.6b se tiene: 
w. + w = O Int ext 
1 
= 2.- . m.a + • m.a./2 
.f2 
x."'2 ff a. Z - x 
1211 ff 1 
= 2.p.a·~·2·3 + p.a.12: (a.-r - x) '6 
por 10 tanto: 
m. (L ñ + 
x 
2 \ __ 
- ) 
a-x./2 
~ (x./2 + a - x./2) 
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m = 
p.a 
-y-
dm 
= O 
(a - 2. x .12) . (a • /2 - x) + a • x - X 2 • /2: = O 
a 2 ./2 - 4.a.x + X2 ./2 = O 
x = a.(ff-l) 
m.. = m 
max rotura 
p.a 2 
= 12 . (3 - 2. 12) ~ O, O 15 p. a 2 
Fig. E6. 6 e 
Según la figura E6.6c y haciendo w. +w = O , Int ext 
se tiene: 
W 
ext 
luego: 
- 138 -
/"2- 12 
= 2. (a-x.-y).m.-;.2 + 2.-a----
= 2.p.(~) 
/2 
m = 
p.a 2 
12 
dm rx = \) 
1 -l 
/2 
1- x./2 
a 
-x 
a .12 
x = --r 
m = 
~. _ 2 
1 2' 4.'!.- 1 
') 
... 
a 
-- • m 
/2 
Luego el momento de rotura ser§ el que pa~~ igual 
carga es de mayor magnitud: 
m ~ 0,015 p.3 2 
rotura 
y la forma de rotura es la figura E6.6b. 
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En una pJ.:aca isotrópa de planta poligonal simple-
mente apoyada en su contorno de la figura E6.1a., y que se 
supone esta circunscrita a un círculo de radio r y centro -
O. Sean m y mI los momentos de roturas positivo y negativo 
de la placa. 
Determinar el valor de rotura de una carga puntual 
aplicada en 0, en función de m, mI y de sus características 
geométricas. 
Flg· E6. 7a 
Flg. E6. 7 b 
Luego: 
8' I 
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con N número de lados del polígono. 
Teniendo en cuenta la -
figura E6.7b. Se aplica 
el principio de los tra 
bajos virtuales ~ supo-
niendo ,un descenso ver-
tical unitario del pun-
to O. 
Trabajo exterior: P. 
Trabajo interno de un -
~riangulo de placa OAiBi : 
1 
m A.B. h-J. J. . 
1 
S. 
J.. 
= -ro h i 
En este caso h. = r para todo i, resultando: 
J. 
N 
s P = m 
r 
con S =i~l Si = perímetro del polígono exterior. 
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Ejercicio E6.8. 
Sea una placa is6tropa poligonal convexa de N la-
dos, con vertices de coordenadas (x., y.), simplemente apo ]. ]. 
yada en su contorno. Se desea determinar la posici6n y va-
lor de la carga de rotura puntual P. El momento positivo -
de rotura es m. 
Fig. E6.8 a 
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SegGn se han obtenido en el anterior ejercicio, -
se puede escribir: 
{E6.8a.}· 
En este caso, para el lado de vertices (x., y.), 
1 1 
(x i +1 ' Yi+1) la ecuaci6n es: 
con a. = 
1 
Por lo tanto 
a.x + b.y + Cl' = O 1 1 
b. = 
1 
h. = 
1 
aiu + biv + c i 
Si 
siendo u, v las coordenadas del punto de aplicaci6n de P. 
La ecuaci6n {E6.8a.} se convierte, entonces en. 
la siguiente: 
N a~ + b~ 
1 1 
P = ml'~l + b + a.u .v Cl' 
1 1 
El punto de aplicaci6n se obtiene, mediante la -
condici6n de mínimo de P, resultando: 
2 b~) 2 b~) N a. (a. + N b. (a. + ¿ 1 1 1 O i~l 1 1 1 = O = i=l . Ci}2 2 (aiu + b.v + (aiu + b.v + c i ) 1 1 
Se puede demostrar por consideraciones geom~tri­
cas que las siguientes cotas inferiores de P existen: 
N 
P > 2TIm, 
TI P > 2N tg N ro P > 2mi~icotYi 
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con y. los ángulos interiores del polígono. 
~ 
Como aplicación hallar la carga de rotura P de la 
placa de la figura E6.8b. 
1 
- - + 2 
v 
20.00 
(uJv) 
/ / / 
(-10, O) (O ,O ) 00;0) 
~ 20.00 .. 1 ... I 
Flg E6.8 b· 
Se tiene: 
2 
2 (lO-v) 
P = 20 + ~ + 2 10 f2 
m v 10-v 10+v 
2 
2 (lO-v) 
fi 
= O , 
v = 4,348 m. 
10.00 
'1 
10.00 
~ 
x 
2,2 
v I 
P = m(4,5998 + 7,0771 + 2,7878) = 14,465 m. 
Se comprueba que se cumplen las desigualdades: 
P > 2TIm = 6,283 m. 
TI P > 8tg 4 m = 8,000 m. 
P > 2m(2 + 2) = 8,000 m. 
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Ejercicio E6.9. 
Hallarla carga de rotura de una placa is6tropa 
circular de radio r simplemente apoyada en su contorno. -
Se supone la actuaci6n de una carga puntual distante e del 
centro de la placa. El momento de rotura positivo de la -
placa es m y el negativo mi. (Figura E6.9a.). 
o 
• ® 
® punto d~ aplicación de la 
carga 
F,g. E6. 9a 
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La teoría general se puede ver en el apéndice de 
este ejercicio, y allí se detallan los parámetros que se -
van a utilizar. 
Se adoptan coordenadas polares (p,e), con orígen 
en el punto de apl~cación de la carga y radio vector orí--
gen el radio de la circunferencia que pasa por el centro .-
(figura E6.9b.). 
con tg)' 
8 
p 
Flg. E6.9 b 
La ecuacjón del círuclo es: 
e ,1 r 2 _ e 2 sen2 e p = -e cos + V 
La fórmula que expresa la carga de rotura Pes: 
p ~ dS = 11 ro 
p dS pde h = p sen)'. Resulta: = p' = y , sen)' 
p 
= ~ m 
de 
2 
sen Y. 
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·2 
= ~(l + ~) de 
p2 
Si existen discontinuidades en p' deberán ser -
tenidas en cuenta en el cálculo de la integral. 
Así pues, resulta: 
= 
2n {E6.9a} 
senaO 
e 
con cosaO = r 
Fig. E6.9 e 
Fig, E6.9 d 
La forma de rotura se indica en la figura E6.9c. 
p 2nm I cosaO senaO 
Otra posibilidad de rotura se 
_(e)2 
r 
P muestra en la figura E6.9d., en -
donde aparecen momentos negativos. 
Rotura tipo 1 La carga de rotura es: 
e 
= 1 ,,-(e)2 cosaO = - senaO r r r 
sene 1 
r m' 
= - 11 con 11 = m' e m + 
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2 
P = 2mf e, r de +2 ( + ') (' e ) o 2 22 m m TI- 1 = 
r -e sen e 
{E6.9b} 
El angulo ~1 se obtiene de la teoría general, re-
sultando:, 
sen~o = 'Vil seny = Vil y TI ~1 = "2 - ~o 
sene 1 
Del triangulo CPM se deduce ----- = 
r 
-
TI 
sen(- - ~ ) 2 1 
e 
sene 1 = ~Víl, (se debe adoptar el menor valor de el). 
El radio p, de la linea de rotura negativa es, -
por lo tanto 
p = r 
-cos(e 1 + ~1) 
sene 1 
El valor límite de'e para que sea posible esta 
linea de rotura es, sene1 = 1 = ~ ~ Por lo tanto 
elímite = r ~ es decir r > e > elímite 
Así pues en la 'tabla de la figura E6.ge. se in-, 
dican los siguientes valores de la carga de rotura que se: 
rá el valor de Pmenor entre las dos expresiones {E6.9a.} 
y {E6.9b.J. 
Los valores genéricos de P/2TIm en cada casan son: 
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P 1 
2 TIm - ,J ry - tipo de rotura 1 
" V 1- (~) ¿ 
VALORES DE P/2TIm 
e/r Tipo 1 
cualquier 
O 1.000 
0.05 1.001 
0,10 1.005 
0,15 1.011 
0,20 1.021 
0,25 1.033 
0,30 1. 048 
0,35 1.068 
0,40 1. 091 
0,45 1.120 
0,50 1.155 
0,55 1.197 
0,60 1.. 250 
0,65 1.316 
0,70 1.400 
0,75 1. 512 
0,80 1.667 
0,85 1.898 
0,90 2.294 
0,95 3.203 
0,99 7.089 
arctg {l!l -(re )2 tge 1 } + __ 1_(1 1-]1 
el tipo de 
-) rotura 2 TI 
Tipo 2 11= m '!(m-:-m') 
11=0 , 01 11=0,25 11=0,50 ]1=0,75 11=0,99 
- -
- -
1.008 
-
1.009 -
1.009 -
1.009 
-
1.009 -
1.009 -
1.010 -
1.010 -
1.010 1.244 - -
1.010 1.256 - -
1. 010 1. 265 - -
1.010 1. 271 - -
1.010 1.276 - -
1.0'10 1.281 1. 736 -
1.010 1. 284 1.760 -
1.010 1.288 1. í78 -
1. 010 1. 290 1.794 3.078 -
1. 010 1. 293 1. 807 3.157 -
1.010 1.294 1.816 3.207 -
Flg. E6.9 e 
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APENDICE: Teoría general 
A. Borde empotrado (Figura E6.9f.). 
curva: 
Fig E 6. 9 f 
La f6rmula de una placa poligonal se extiende a 
m + mi 
= ,f, dS 
:r 11 
'2 
= p (1 + _P -) de 
p2 
supuesto no existen d~scontinuidades en el contorno. 
Es decir: 
m + mi 
P 2n • 2 
= r- (1 + _P -) d 8 
o p2 
La forma de rotura pésima se puede deducir, median 
te la expresi6n de Euler 
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Resulta: 
he p = c e Espiral.logarítmi-
-
p' --ca con h = coty (y ángulo del rad~o vector con la tan-p 
gente a la linea de rotura). 
El ~alor de carga de rotura es P - (m + m') (1 + h 2 )2rr 
En general la curva p he = c e es tangente al con-
torno. 
B. Borde aroyado (Figura E6.9g.). 
Fig. E6. 9 9 
Curva A.B. 
con 
C 
he, 
Pl = e ! 
C 
he,,-
P2 = e ~ 
- 1 51 -
P 
h(8 - 8 ) 
e 2 1 
1 
La carga de rotura P = P 1 + P 2" ,La contribuci6n 
P1 se obtiene: 
mJ 8 2 
·2 
+h2) (8 2 P1 = (1 + -P-)dp + (m + m') (1 - 81 ) + 
al p2 
-lo mJ0'.2 ·2 (1 + _P -)dp 
82 p2 
El mismo de P1 3e obtiene a partir de 
3P p,2 3h· 2 
-- = O = m(l + ~) + (m + m'){2h ~8(82 - 81 ) -1 -h } 38 1 pi o 1 
Por lo tanto: 
1 3P 
= m+m' 3"81 
1-V 2 = -=~2-- -2h cot~l + h - 1 
sen l/J1 
o , con 
m v = m' + m 
la condici6n de mínimo 
y considerando h = cot'Y, se deduce 
sen(y - l/J1) = fi7 sen'Y 
que permite determinar l/J 1 " 
Análogamente se obtendría l/J 2 " En resumen, se pro-
cede como sigue: Calcular sen~U = Y1J sen'Y, Y ios án9ulos -
extremos l/J 1 y l/J 2 son ~1 = 'Y -l/JO ~2 = (TI - 'Y)~l/JO en fun-
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ción de y. Conodicos ~1 y ~2 se deducen. y, p y P2 por tan 
teoso Las siguientes igualdades son válidas: 
h = coty 
h = coty 
cos~l -fi 
= sen~l 
-cos~2 +"fi 
= sen~2 
1 
---:::-- = 2 
sen y 2 sen ~O 
rn l 
= 2 
ro 
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Ejercicio E6.10. 
Determinar la carga de rotura P, de la placa is6-
tropa rectangular semi-infinita simplemente apoyada en dos 
lados opuestos paralelos. (figura E6.10a.). Se supone que -
las armaduras superior e inferior resistan momentos de ro-
tura de valores m y mI respectivamente. 
L//!/! ¿ ¿ // / 
f 
a p 
* 
t 
b 
)~77/7~7r77/7~7~77/7'~~~-r~~~~~~~  
Fig. E6. 10 Q 
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a) Se consideran dos tipos de rotura. El primero que 
se tiene en cuenta es aquél en que siendo a < b Y se indi 
ca en la figura E6.10b. 
a 
--t 
b 
/~7r-7-r-77~7r-77-:7"-7;:;7;::7~/::;:::;7~77""77-7'r7-r-J"7"">') ~ 
Fig. E 6. JOb 
~p 
~~1i ~,ilm 
dS,ds ( ')d lO m-+m-= m+m 't' 
r r 
Fig. E6.JO e 
l\pTí~an·(fo trabajos virtuales se deduce 
Wr = 2m ~ + 2(m + mi) (; + ~) 
En donde el trabajo de la zona cónica se deduce 
de acuerdo con el esquema de la figura E6.10c. 
-Resulta 
P = 2m cot~ +(TI + ~) (m + mi) 2 
Si S9 denomina ~ = 
mi 
m + mi 
se puede escribir 
P TI 
= (1 - ~}cotw + 2 + ~ m + mi 
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P tiene que ser mínimo, con lo que se deduce 
dP 
d1jJ = O cos1jJ=Vil 
P = 2 { 'V 11 (1 - 11) + arcos fi +;} (m + m') 
b) Es el que se considerq. en la figura E6.10d. tam-
bi€n considerando a < b. 
espiral .logarítmica 
Flg.E6.JOd 
he p = e e es la espiral logarítmica, como se ha 
mostrado en un apéndice anterior. Se cumple: 
y 
E-t_ = eh ( 8 2 - e ¡) 
Pi 
h = coty 
{E6.10a.} 
Se sabe que en general se cumple sen1jJO = seny 'V11. 
Además A ~ 82-81 = n-21jJO y por lo tanto la condici6n (E6.10a.) 
se escribe: 
es decir 
se escribe 
gue: 
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L.2..L= 
P2 = L 
b sen(y - ljiO) 
a pen(y + ljiO) 
b(cotljiO - h)· 
= L 
a(cotljiO + h) que 
a cotljiO - h -h(n - 2lji ) 
b = cotljiO + h .e O {E6.10b.} 
Además existe la relaci6n entre ljiO y h cano si-
senlji~ = seny ~ {E6.10c.} 
que son las ecuaciones {E6.10b.} y {E6.10c.} que permiten 
calcular los valores· de ljiO y y para a, b y V dados. 
Yla ca:tiga .de roturé; es directar.1ente, mediante -
trabajos virtuales como sigue: 
Esta f6rmula puede ser apoximada por otra m~"s 
sencilla que evita la enojosa resoluci6n del sistema de 
ecuaciones {E6.10b.} y {E6.10c.}, como se indica que es 
aplicable para V < 0,75. 
- 157 -
P ,1 9 - 411 a b ~ 21'l1(1 - 11) + 2 arcos Vl1 +' 30 (b+ a - 2) 2 (m + m') 
Los valores extremos que limitan la aplicación de 
las dos fórmulas correspondientes a los tipos de rotura -
son (a < b) 
con 
H = 1 + 7 , 5 {TI - 2 v' l1 (1 - l1) + 2 arcos v']:0 9 - 411 
a a Para b < {b)lím. se produce el tipo 1 de rotura y 
a a b > (b)lím. el tipo 2 de rotura. 
, guiente: 
l1 = O 
a (-b)l.= 1 1m. 
a Los valores (b)lím. S8 indican en la tabla si~ 
0.10 
0.760 
0.20 0.25 
0.620 0.563 
0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.75 
0.511 0.422 0.348 0.2840.230 0.206 
En la figura E6.10e. se dan para distintos valores 
de m y m' y en función de los parámetros característicos los 
distintos casos de rotura. 
p 
m' 
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m=2m'13 ./ i 
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----i-__ ~O'D7~~I~------JL ____ --~55° 
+1 _____ ~800. 
m:3m,j7 ' / 
m:m'/4 /1/ 
.5 m~n7'/.9'/ I--~ 0.8--+ 
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